Maths expertes // pour le lundi 8 mars Lycée Saint Charles

Applications des nombres complexes

Exercice 1 — un probleme avec des complexes

Objectif de ’exercice : trouver les coordonnées de points du cercle trigo-
nométrique vérifiant des conditions particuliéres.

Dans tout ’exercice, on se place dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal
direct (O, @, ¥) (unité graphique : 5 cm).
On considere les points A et B d’affixes respectives

. 1,
za=14+1 et ZB:—§+§1.

On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1.

1. Faire une figure : placer les points A et B et tracer le cercle (C).

2. Donner la forme trigonométrique de za et celle de zg.

3. Dans la suite de I'exercice, M désigne un point de (C) d’affixe €', o € [0 ; 27].
On considéere Papplication f qui, & tout point M de (C), associe

F(M) = MA x MB.

a. Montrer, pour tout o € R, I’égalité suivante :

e2® — 1 = 2ie'“sin q.

) 1 3 )
S (RE

1 3 ?
c. En déduire 'égalité suivante : f(M) = \/— + (—— + 2sin a) .

b. Montrer 1'égalité suivante : f(M) =

4 2

4. a. En utilisant 3 ¢, montrer qu'il existe deux points M de (C), dont on donnera les
coordonnées, pour lesquels f(M) est minimal. Donner cette valeur minimale.
On les notera M; et Ms.

b. En utilisant 3 ¢, montrer qu’il existe un seul point M de (C), dont on donnera
les coordonnées, pour lequel f(M) est maximal. Donner cette valeur maximale.
On le notera Ms.

c. Placer ces trois points sur la figure.

Exercice 2 — calculs avec les racines n-iémes
2

Soit le polynéme P défini dans C par P(z) = 2" —lavecn > 1. Onnotew =e n .
1. Donner I'ensemble des solutions de P(z) = 0 dans C (sans démonstration).
2. Que vaut la somme de toutes ses racines (sans démonstration).

3. Calculer le produit de toutes ses racines.
k=n—1
4. Soit p > 0, calculer Y wP* (on sera amené & discuter selon les valeurs de p).
k=0



Correction

Exercice 1 — un probleme avec des complexes

1.
1.2
1
2. On a:
2 2
=2 (02 = v o () in ()
V2[OV2 V2 VR8T (3T
pp=—|——"F+i— | =— — isin | — ) | .
P2 2 2 2 4 4
3. a. Soit @ € R, on a, en utilisant la formule d’Euler sin(«) = % ;
i
ei2o¢ -1 = eia (eia . e—ia)
e2* —1 = 2iesin(a).
b. Soit M un point de (C) d’affixe z = €'*. Comme |wl|.|Jw'| = |w.«w’'| pour tout



w,w €C,ona:

FM) = MA x MB

= |za —z|.|zB — 2|
= |(2a — 2)(zB — 2)|

= |Z2 - (ZA + ZB)Z + ZA.ZB’
e12()[ _ (5 + 51) el()é + (_1)‘

. 1 3 .
el2a —1— (5 + §1> ela )
. 1 3 .
e1201 — 1= (5 =+ 51) ela

. 1 3 .
2ie"* sin(ar) — (— + —i) e

fM) - =

c. On a, d’apres la question 3.a. :

fM) - =

2 2
. 1 3
— 1 . 2' : _ _ _
|| . |2isin(a) (2 + 21)
= 1x ——+<281n(oz)—§>1

4. a. — lere facon : par encadrement.
Soit o € [0,27]. On a —1 < sin(a) < 1, dott =% < —3 4+ 2sin(a) < 3. Par
suite, on a :

W

3 2 49
0< <—§ —|—2sin(a)) < T

1<1+ 3+2.<)2<50
151 5 sin(o ST

et donc :

Ainsi, par croissance de la fonction /- sur R, et d’apres la question 3. c.
on obtient, pour M d’affixe ¢! :

S < FOn <22 ()

De plus, on a :



— 2eme fagon : par monotonie.

La fonction g : ¢t +— 4/ i + t étant strictement croissante sur R, elle atteint

un minimum global uniquement en ¢ = 0 (minimum valant %)
Comme, d’apres la question 3. c., on a :

F(M) = g(t) avec t = (—g + 281n(a)>2 cR,

on cherche alors les valeurs de sin(«) telles que t = 0. On a :

t 0

=

(—;+25in(a))2 = 0

—g +2sin(a) = 0

sin(a) = %

Comme | cos(a)| = y/cos?(a) = /1 — sin®(a), on obtient :

3\* V7
=t4/1—-(-) =F+—.
cos(a) < 4> 1
Or, M étant d’affixe €' = cos(a)+isin(a) et donc de coordonnées (cos(a), sin(a)) ;
la fonction f admet un minimum qui vaut % sur (C) seulement pour les points
My, My de coordonnées :

N (ﬂ,%) ot M, (_ﬂ,é) |
4 4 4 4

b. — lére fagon : par encadrement.

D’apres I'inégalité () obtenue dans la résolution de la question précédente,
on a, pour M d’affixe e :

ron < 22



De plus, on a :

sin(a) = 3 ou sin(a) = —1

& car sin(a) € [—1,1] et 2 > 1
sin(a) = —1

& car a € [0, 27]

_ 3r

a =3

— 2eéme fagon : par monotonie.

La fonction h : z — (=32 + 2z)? est strictement décroissante sur [—1, 3]
donc sa valeur maximale sur cet intervalle est atteinte en —1 uniquement et
vaut h(—1) = 2. Cette fonction est strictement croissante sur [2,1] donc
sa valeur maximale sur cet intervalle est atteint en 1 et vaut h(1) = 1 < 2.
Par suite, h admet un maximum sur [—1, 1] atteint uniquement en —1.
De plus, h est a valeurs positives et la fonction g de la question précédente

est strictement croissante sur R, donc la fonction goh admet un maximum

[—1,1] uniquement en z = —1 qui vaut goh(—1) = /1 + (=2 — 2)? = %ﬁ

D’apres la question 3. c., on a :
f(M) = goh(x) avec z = sin(a) € [—1,1].

Comme « € [0,27], on a : © = —1 si, et seulement si, sin(a) = —1 si, et
seulement si, o = 37“
Or, M étant d’affixe €' = cos(a)+isin(a) et donc de coordonnées (cos(a), sin(a)) ;
la fonction f admet un maximum qui vaut %ﬁ sur (C) uniquement pour le point

Mj3 de coordonnées :

o= (s () o (2)) - 01
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Exercice 2 — calculs avec les racines n-iemes

1. On a P(z) = 0 si, et seulement si, 2" = 1. Il s’agit des racines n-iemes de 1'unité i.e.
P(z) = 0 si et seulement si, z € {e"%%r | ke 0,n— 1]]} ={w* |ke[o,n—1]}.

2. La somme des racines n-iemes de 1'unité vaut 0.
3. On note p, ce produit. On peut procéder de deux manieres :

1) Avec la formule du produit de puissances d’un nombre et la formule de la
somme des premiers entiers naturels

, . o )
— Pour tout 6,0 € R, on a ¢ x ¢ = %) donc, par récurrence sur N*,
on a, pour tout 6, ..., 0, 1,

n—1
H ol — i SR o0; (%)
k=0

et on en déduit également que, pour tout N € N,

(ew)N = N0 (xx)



— Pour S =31 k,ona:

2S5 = 2x(0+1+..+(n—2)+(n—1))
= 0+14+.4+n—=-2)+(n-1)+((n—1)+n—-2)+..+1+0)
O+n—-1D+14+n—-2)+...4(n—2+1)+(n—1+40)
= -+ -+..+(n-1)+(n—-1)

i

vV
n termes

25 = n(n—-1)

(n—1)

Dou S = n (% % *).

Plus rigoureusement : par changement d’indices p = n — 1 — k dans la
somme S r_ k,ona S =31 k=3""(n—1-p) et donc :

p=0
28 = S+5

n—1 n—1

= Zk+ (n—1-p)
k=0 p=0
n—1 n—1

= Y k+> (n—1-k)
k=0 k=0
n—1

= ) (k+n-1-k)
k=0
n—1

= Y-
k=0

Ainsi, on obtient

pn = e n

n—1 2km N
= ' Zi=0 " d’aprés (%)
i&[ifflk . .
= ¢e'n 2k=0" par factorisation

— &5 Papres (% % )

= ™7 par simplification
= (e”)n_1 d’apres (xx)

pn = (1)1 car ™ = cos(w) +isin(7) = —1.

2) En regroupant par produits qui valent 1.
Pour tout k € Z, on a :

k n—~k |

Ainsi, dans le produit p,,, on va regrouper les w* avec les w

7



e Sin = 2q est pair avec ¢ € N*, alors on a k € [q+1,n — 1] si, et seulement
si,n —k € [1,q — 1]. Donc, on a :

n—1
Prn = Hwk
k=0
q—1 n—1
= wOXHwkqux H WP
k=1

k=q+1
q—1 q—1
= w¥x Hwk X w? x Hw”’k
k=1 k=1

q—1
= WP XH(wk.w"_k)x w?
k=1 1
v e

pn = —1.

e Sin =2+ 1 est impair avec ¢ € N, alors on a k € [¢+ 1,n — 1] si, et
seulement si, n — k € [1,¢]. Donc, on a :

n—1
Pn = Hwk
k=0
q n—1
= ¥ x Hwk X H Wk
k=1 k=q+1
q q
= ¥ x Hwk X Hw”_k
k=1 k=1
q
= \wLxH(wk.w”_k)
=1 k=1 1
P = 1.

Il en résulte que p, = (—1)""L.
Par suite, le produit des racines n-itmes de l'unité vaut (—1)"".
. Soit p € N. On note S, la somme & calculer. Comme wP* = (wP)*, on reconnait la
somme des n premiers termes d'une suite géométrique de raison w? et de premier

terme 1.
Déterminons une formule pour exprimer cette somme. Pour z € C, on a :

n—1 n—1 n—1
) SRR S ST
k=0 k=0 k=0
= I+z+224+. 42" 42" = (2+22+...+ 27420 4 20
n—1
(l—z)sz = 1-2"
k=0

Par suite, pour tout z € C avec z # 1, on a :

n—1 n

yA—
1—2z

k=0



De plus, on a z = wP = 1 si, et seulement si, n divise p. En effet, si n|p, alors p = ng
avec q € Z et ainsi :
Wl = (W)= ()1 =17=1;

et réciproquement, si w? = 1, ein = 1 = &© d’oi 2T = () [27] i.e. il existe ¢ € Z

tel que 2’% = 2qm et donc p = ng. D’ou n|p.
Ainsi, on a donc les deux cas suivants :

— ler cas : si n|p, alors w? = 1 et donc :

i
L

Sp = 1 =n.
0

e
Il

— 2éme cas : sin [ p, alors w? # 1 et donc, d’apres la formule (%) :

1 — (wP)™ 1— (w™)? 1—-1"
S = = e :0
P 1 —wr 1 —wr 1—wr



