Chapitre III

Equations polynomiales de la variable
complexe.
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Partie A

Equations polynomiales du second degré

1. Equation 22 = z,

Proposition 1.

Soit zp un nombre complexe. On considére ’équation de la variable complexe z :

2’2:20

— Si zg = 0, alors ’équation admet pour unique solution z = 0.

— Sizg#Oetsiz= roe? est sa forme exponentielle, les solutions de I’équation sont :

2= /roe'2 et z = —/roe'2

— si zg = 0, comme un produit de nombre complexe nul implique qu’un des facteur est nul,
on a z? = 0 implique z = 0.

— On suppose zg # 0 et on considére sa forme exponentielle zg = rge’. On a :
i\ 2 =2 ( %2 i0
(:I:\/roe 2 ) = (£1)*\/ro (e 2 ) =roe’’ = 29

.0
donc +./7ge’® sont solutions de I’équation.

De plus, si z est solution de z? = 2y, alors :

|2]? = |2?| = 20| = ro et 2arg(z) = arg(2?) = arg(zo) = fo [27].
Ainsi, |z| = /rg # 0 et arg(z) = %0 [7]; donc z est non nul et de forme géométrique

.6
z = Jroe! G ou k € Z.
2 o . 0,
Or, pour k € Z, €™ = (e/™)k = (—1)% = %1, et ainsi, z = &./rge’ > est une des deux
solutions décrites initialement.

Il en résulte que les deux solutions trouvées sont les seules solutions de I’équation.

Remarque 1.

2

On remarque que si on trouve une solution § de I’équation z* = zy avec zg # 0 alors les solutions

sont 2 =6 et z = —4.



Corollaire 1.

Soit @ un réel non nul. L’équation 22 = a admet deux solutions :

z=4vasia>0 e z=24iv/—asia<0

Exercice 1.

Résoudre les équations suivantes et donner la forme algébrique des solutions :
1. 22 =16
2. 22 =—4
3. 22=2-2iV3.

1. 16 = (44)? donc les solutions sont z = 4 et z = —4

. . pi 2
4= 4’ = (:ﬁ:QezT) = (£2i)2.

donc les solutions sont z = 27 et 2 = —21

Vi 1\\
2 — 2iV3 = 4e~'F = (£2e7%)7 = (j:2 (7 — z§>>

donc les solutions sont z = v/3 —iet 2 = -3+

3. On a

2. Equations polynomiales du second degré

Définition 1.

Soit a, b, ¢ des nombres complexes tels que a # 0 et la fonction polynomiale p : z +— az? + bz +c.
On appelle discriminant de p et on note A le nombre complexe :

A =% —4dac

(Théoreme 1.)

Soit a, b, c des nombres complexes tels que a # 0. On considére I'équation az? + bz +c = 0 et
on note A le discriminant de la fonction polynomiale associée.
— Si A =0, alors ’équation admet pour unique solution z = ;—
a
— Si A # 0 et § vérifie §2 = A, alors I’équation admet deux solutions distinctes :
—b+9 —b—94
z =

et z= .
2a 2a




7 7’ . 2 . .
On remarque que z2 + gz est le "début du carré” (z + %)2 (il manque donc le terme 4”?) ; ainsi,
on a :

24 be ot 2,0 4 ¢c PR SN D G R
= —_ —_ = z _— _——_— —_— = —_— —_——_—
@z FreTals az a @ 2a 4a? = 4a? 2a 4a?

On pose 2/ = z + 2. Ainsi, az2 + bz + ¢ = 0 si, et seulement si
p 2a ) ) )

A
Z/2

“ ™
— Si A =0, alors 2/ = 0 est 'unique solution de (%) et donc z + % =0ie z= —%.
— Si A #0 et & vérifie 62 = A, alors les solutions de (*) sont 2z’ = 2 et z’ = —2. Ainsi :
—b+6 ¢ —b—94
7z = e = o
2a 2a

Soit a, b, ¢ des nombres réels tels que a # 0. On considére ’équation az? +bz+c = 0 et on note
A le discriminant de la fonction polynomiale associée.
—b
— Si A =0, alors ’équation admet une unique solution réelle z = %"
a
— Si A > 0, alors ’équation admet deux solutions réelles distinctes :
-b+VA —b— VA
z=——+7 e z=—"7“¥—.
2a 2a
— Si A < 0, alors ’équation admet deux solutions complexes conjuguées distinctes (et donc
non réelles) :
_ —b+iv/-A _ —b—iv-A

F=— ¢t z=
2a 2a

Exercice 2.

Exercices 3, 9, 10, 11, 12 p84

Exercices résolus 1 et 2 p77

Partie B

Formule du bindome de Newton



1. Triangle de Pascal et formule du binéme de Newton

JLemme 1.) Formule du triangle de Pascal

Soit n € N* et k € [1,n —1]. Alors on a :

-G+

Démonstration.

Soitn e N*et ke l,n—1]. On a:

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
(k—1>+( 2 ) ==k =D! T n=1= k)
(n—l)!k+(n—1)(n—k)

(n — k)!K! (n — k)k!

(n—1k+ n-—1l(n—Fk)

(n — k)E!
~ (n—=1)n
 (n—k)!

n!
T -k

G0+ - )

,(Théoréme 3.) Formule du Binéme de Newton

Soit z,y € Cet n € N. On a :

Démonstration.

Soit x,y € C. Montrons, par récurrence sur N, que pour tout n € N, la propriété P(n) ="(z +
n
n k, n—ks» :
= est vraie.
Y) Z (k)x Yy vrai
k=0
e Initialisation : Pour n =0, on a :
— (x+y)° =1et;



Z() kg)0= k—(g)xoyo—lxlxl—l.

Ainsi, la propriété P(0) est vérifiée.

e Hérédité : Soit n € N. On suppose la propriété P(n) vraie. Montrons que P(n + 1) l'est
aussi. On a :

@+y)"" = (@+y)(z+

(z+y) (i Z akyn= k) par H.R.
_ . k+1 n k_|_ . ( ) k n+1 k
2 (kv

k=0

On effectue le changement d’indice k' = k — 1 dans la premiére somme

_ %(kln 1) K n—(k—1)+z<) btk

k=1
k' étant une variable muette, on la renomme k

n+1

(g (e

k=1

On "élague” les termes n + 1 et 0 des deux sommes pour pouvoir les réunir

B (£ (e

=1 =1

Une fois les sommes réunies, on utilise la formule du triangle de Pascal

n+1 . n n k. n+l—k 1 n+1
e ((10g) () e s

& = e
o (")

n+1
@+t = ) (n i 1) ahynti=k
k

k=0

Donc la propriété P(n + 1) est vraie. Ce qui achéve le raisonnement par récurrence.

r-E ()

k=0

Il en résulte que pour tout n € N, on a :



Moyen mnémotechnique pour la formule du binéme :
On veut développer (z + y)™.
— On commence par calculer les binémes (2) grace au triangle de Pascal jusqu'a sa n iéme
ligne (obtenue a partir de la formule du triangle).
— On fait la somme des (Z)xky"_k de la fagon suivante :

n 0, n
(6)

e Puis, pour le terme suivant, on se met en téte la rengaine “on augmente de 1 la

puissance de z et on diminue de 1 la puissance de y”, ce qui donne z'y? .

Puis on multiplie par le bindme correspondant (ici (7)), ce qui donne :

N\ 1 n-1
(5)=

e Et on continue : ”on augmente de 1 la puissance de = et on diminue de 1 la
puissance de y”, ce qui donne 22y™ 2 puis

(Z) $2yn—2

e On commence par le terme en k = 0,

o Etc.. 23y" =3, a3yn=3, ..

2. Exercices

Exercice 3.

Déterminer la forme algébrique de (—1 + 2i)*.



On a, d’apres la formule du binéme de Newton :

4
(-1+2i)* = Z(i)(—l)k(%)‘lk

k=0

= (g)evrent+ (7)o + () evre+ (5) e
= +(i) (—=1)*(24)°

= Ix1x 2% % 44x(-1)x 22 i +6x1x 2%
~— N =~ N~~~
=16 =(—1)2 =8 =(—1)i =4 =(-1)

= H4x(-1)x2i+1x1x1

= 16+32i—24—8i+1
(-1+2)* = —7+24

Exercice 4.

Faire les exercices 54, 55 et 58 p21

Exercice 5.

Soit n € N et F un ensemble avec n éléments. Combien y a t-il de sous-ensembles de F 7

On note S le nombre de sous-ensembles de E.

On dénombre les sous-ensembles de E selon leur nombre d’éléments. Pour k& entre 0 et n, on
”fabrique” un sous-ensemble de E a k éléments en choississant k éléments de F parmi les n qu’il
contient : il y a donc en tout (Z) sous-ensembles de E avec exactement k élements.

On somme alors le nombre de sous-ensembles & k éléments pour k allant de 0 jusqu’a n (en effet,
les sous-ensembles de E ont entre 0 et n éléments) pour obtenir S :

=2 (3)

Or, pour tout k, 1 = (1)¥ et 1 = (—1)"~*, donc, d’aprés la formule du binéme de Newton :

s=3 (Z) (~DF(1)"* = @+ 1) =2

Il y a donc 2™ sous-ensembles de E.



Partie C

Factorisation des fonctions polynomiales

1. Définitions et premieres propriétés

Définition 2.

Soit p : C — C une fonction. On dit que p est une fonction polynomiale s’il existe n € N et
ag, ---, an, des nombres complexes tels que, pour z € C' :

n
p(z) = Zakzk =ap+a1z+ a2z + .. 4 ay2"
k=0

Dans ce cas, les nombres aj, sont appelés les coefficients de p. Si a,, # 0, on dit que n est le

degré de p et on note deg(p) = n.
On convient que la fonction nulle est de degré —oo.

Proposition 2.
Soit p une fonction polynomiale. Alors p est la fonction nulle si, et seulement si, tous ses
coefficients sont nuls.

Corollaire 2.

Soit p, ¢ des fonctions polynomiales.
— p = q si, et seulement si, p et ¢ ont les mémes coefficients.

— si p = q alors deg(p) = deg(q).

Définition 3.

Soit p une fonction polynomiale et zg € C. On dit que zg est une racine de p si p(zg) = 0.

Exemple 1.

On consideére la fonction p : z — 22 + 1.
— p est une fonction polynomiale de degré 2 dont les coefficients sont ag = 1, a3 = 0 et
a9 = 1.

— i et —i sont des racines de p.



2. Racines et factorisation d’une fonction polynomiale

Proposition 3.

Soit z, zp des nombres complexes et n un entier non nul. On a :

n knlk
2" — 2y = (2 — 20) E z2" 2
k=0

(Théoreme 4.)

Soit p une fonction polynomiale et zg un nombre complexe. Alors zy est racine de p si, et
seulement si, il existe une fonction polynomiale ¢ tel que, pour tout z € C

p(2) = (2 = 20)q(2).

n
Comme p est une fonction polynomiale, il existe n € N et ag, ...,a, € C tels que p : z — Z apz”.

k=0

(=) On suppose que z; est racine de p i.e. p(z9) = 0. Par suite, on a, pour tout z € C :

p(2) = p(2)—p(20)
akzk — Z akzg
k=0

Qg (Zk - Z(])C)

k=0
comme z° =1 = 2{ le terme k = 0 est nul;
n
= ) ax (2F - 2f)
k=1

donc d’apres la proposition précédente
n

= Zak(z—zo <ZZZ k—1- Z)
k=1
= (2—2p) kz_lak <ZzZ k—1- Z)

= (2—20)4(2)

ou q(z E ag (E 2t ’). Comme q(z) s’écrit comme une somme de "az’”; ¢

est une fonctlon polynomiale (on pourrait réarranger les termes pour prouver que c’est

10



le cas ou montrer qu'une combinaison linéaire de fonctions polynomiale est une fonction
polynomiale mais nous n’allons pas aloudir notre propos).

(<) On suppose qu’il existe une fonction polynomiale ¢ tel que, pour tout z € C, p(z) =
(2 — 2z0)q(z). Ceci étant vrai pour z = zp, on a :

p(20) = (20 — 20)q(20) = 0 x g(20) = 0,

donc zy est racine de p.

Exercice 6.

On considere p : z + 2% — 222 + z — 2. Chercher une racine évidente de p puis factoriser p en
produit de fonction polynomiale de degré 1.
Proposition 4. | Factorisation d’une fonction polynomiale du second degré

Soit p : z + az? + bz + ¢ une fonction polynomiale du second degré i.e. a # 0. Si 21, 25 sont les
racines de p (avec z; = 23 si, et seulement si A = 0), alors :

p(z) = a(z — z1)(z — 22).

3. Degré et racines

Soit n un entier naturel. Si p est une fonction polynomiale de degré n alors p admet au plus n
racines.

Corollaire 3.

Soit n, k des entiers naturels et p une fonction polynomiale tel que deg(p) < n. Si p admet k
racines avec k > n alors p est égal a la fonction nulle.

Théoréme 6.) Théoréme de D’Alembert-Gauss (Hors Programme)

Si p est une fonction polynomiale & coefficients dans C tel que deg(p) > 1 alors p admet au
moins une racine dans C.

Remarque 2.

Ce théoréme n’est pas valable dans R : la fonction polynomiale p :  — 22 4+ 1 de degré 2
n’admet pas de racines dans R

11



4. Exercices

Exercice 7.
————

Soit z € C tel que z # 1.
1. Soit n € N*. Factoriser z™ — 1 par z — 1.
n
2. En déduire la limite quand n — +o0 de Z 2P si 2] < 1.

k=0

Exercice 8.
—————

Exercices 32,35,36 p86

Exercices résolus 1 et 2 p79

Exercice 9.

Exercices 62, 63 p88
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