Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°4

Exercices obligatoires : 2; 3;4;5; 6

1. Exercices basiques

a. Comparaison de normes

Exercice 1.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R. On définit pour
fek

1
[flloe = sup {[f(2)[; = €[0,1]}, £l :/0 |f(#)]dt.

Vérifier que ||.||lco et ||.||1 sont deux normes sur E. Montrer que, pour tout f € E, [[f]1 <
Il flloo- En utilisant la suite de fonctions f, (x) = 2™, prouver que ces deux normes ne sont pas
équivalentes.

Exercice 2.
Soit E = R[X] l'espace vectoriel des polynémes. On définit sur E trois normes par, si P =

P i
im0 i X"

p p 1/2
Ni(P) = lai|, No(P) = (Zmﬁ) , Noo(P) = maxa;].
=0 =0

Vérifier qu’il s’agit de 3 normes sur R[X]. Sont-elles équivalentes deux & deux?

Exercice 3.

Soit E = C([0,1],R). On définit les normes || - ||1, || - ||z et || - || PAr
1 1 1/2
1l = / FOldt, [1f]l2 = ( / If(t)|2> ot [floe = sup |/(@)]

z€[0,1]

Démontrer que ces trois normes ne sont pas équivalentes deux a deux.



Exercice 4.

Sur E = R[X], on définit Ny et Ny par

+oo
Ni(P) =) [PM(0)] et No(P) = sup |P(t)].
k=0 t€[—1,1]

1. Démontrer que N; et Ny sont deux normes sur F.

2. Etudier pour chacune des deux normes la convergence de la suite (P,) définie par P, =
1
X",
n

3. Les deux normes sont-elles équivalentes 7

2. Exercices d’entrainement
a. Norme p d’une autre maniére

Exercice 5.

Soient (z,y,p,q) € RY tels que 1/p +1/q = 1, et ay,...,an,b1,...,b, 2n réels strictement
positifs.

1. Montrer que

1 1
xy < —af + -y
b q

2. On suppose dans cette question que Y ", a¥ =>"" b7 = 1. Montrer que >, a;b; < 1.

=1 "1

3. En déduire la splendide inégalité de Holder :

n n 1/p n 1/q
Zaibi < (Z af) <Z bg) .
i=1 i=1 i=1

4. On suppose en outre que p > 1. Déduire de I'inégalité de Holder I'inégalité de Minkowski :
n 1/p n 1/p n 1/p
(Senr) = () ()
i=1 i=1 i=1
5. On définit pour z = (z1,...,2,) € R”
2]y = (J2a? + -+ [aa[?) /7.

Démontrer que || - ||, est une norme sur R”.

b. Comparaison de normes



Exercice 6.

Soit E = C*([0,1],R). Pour f € E, on pose

N(f) = (f2(0) + /Ol(f’(t))zdt>1/2.

1. Démontrer que N est une norme sur F.
2. Démontrer que, pour tout f € E, ||f|leo < V2N(f).

3. Les deux normes N et || - ||oo sont elles équivalentes ?

Exercice 7.

Soit A une partie bornée d’un espace vectoriel normé (E, || - ||). On note £ I’espace vectoriel des
applications lipschitziennes de A dans E.

1. Démontrer que les éléments de £ sont des fonctions bornées.

2. Pour f € L, on pose

Ky ={k € Ry; V(z,y) € A%, ||f(x) = f()]l < Kllz —yll}.
Démontrer que Ky admet une borne inférieure. Dans la suite, on notera C'y cette borne
inférieure.
Justifier que Cy € K.
Démontrer que si f,g € £, alors Cyig < Cr + Cl.
Pour a € A, on note N,(f) = ||f(a)| + Cy. Démontrer que N, est une norme sur L.

o Gk W

Soient a # b € A. Les normes N, et N, sont-elles équivalentes 7

Exercice 8.

|z+ty|
Vi1fFt2®

Soit N l'application de R? dans R : (z,y) — sup,cp
1. Montrer que N est une norme sur R2.
2. La comparer a la norme euclidienne.

3. Expliquer.

Exercice 9.

Soit E = C([0,1],R). Pour f,g € E, on pose Ny(f) =g ]|co-
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N, soit une norme.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que Ny soit équivalente a la norme
infinie.
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