Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°20

Partie A

Théoremes de convergence dominée et d’intégration terme a
terme

1. Exercices basiques

Exercice 1.

Déterminer la limite, lorsque n tend vers +oo, des suites suivantes :

1. (/Om(tant)”dt) 2. (/1%o - in)

oo —z/n 1
5 (/0 f—&—gﬁdx) 4. < o f(t")dt) , [:[0,1] = R continue.

Exercice 2.

Pour > 0 et n > 1, on pose f,(x) = (1 + %)n
1. Démontrer que, pour tout z > 0, f,(z) = €* et que |f,(x)] < e*.
2. En déduire, pour b > 1, la limite de 0+OO (1 + %)n e b7 dy.

Exercice 3.

Pour n > 1 et x € [0, 1], on pose fn(z) =nz(l —x)".
1. Démontrer que, pour tout x € [0,1] et tout n > 1, on a | f,(z)| < 1.

2. En déduire lim,,_, | o fol nz(l — z)"dx.

Exercice 4.

Déterminer la limite des suites suivantes :

+oo 4 +oo d
L (0 w"’f@‘”) 2. (fO (1+x2):§7m)



Exercice 5.
Déterminer la limite des suites suivantes :

1. (f;ooarctan(nx)e_xndx) 2. <f+°° xidx)

0 Tfaniz

Exercice 6.

Déterminer la limite, quand n — +oo, de

Exercice 7.

Démontrer 1’égalité suivante :

+oo " +oo e~
lim n e " dx = dx.
n—-4oo 1 1 x

Exercice 8.

1. Démontrer que f0+oo —tdt = D>t =2

2. Plus généralement, démontrer que, pour tous a,b > 0, on a

+oo te—at +oo 1
SLL VI Y P —
/0 1—e bt Z (a+bn)?

n=0

Exercice 9.

1. (a) Démontrer que

+o0o 1 1

d
E /:c2"(1—x)d:c:/ v .
n=0"0 0 l1+z

(b) En déduire que

too k+1

(-1)
E ~———— =1n2.
k=1 k

2. En calculant de deux fagons Z::B(—l)” fol 22" (1—2)dz, déterminer la valeur de la somme

= (e

Z 2n+1)(2n+2)"

n=0




Exercice 10.

Soit (an) une suite de nombres complexes telle que ), a,n! converge absolument

que

+o0 too too
/ e * E apx” | doz = E anpn!.
0 n=0 n=0

2. Exercices d’entrainement

Exercice 11.

Soit f : Ry — R une fonction continue et bornée.

1. On pose I,, =n 0+O° f(@)e ™ dx. Déterminer £ = lim,, 4o 1.

. Démontrer

2. On suppose de plus que f est C!, de dérivée bornée, et vérifie f/(0) # 0. Déterminer un

équivalent de £ — I,,.

3. On ne suppose plus que f est C!, mais uniquement que f est dérivable en 0 avec f/(0) # 0.
On définit g sur Ry par g(t) = M sit>0et g(0) = f'(0).

(a) Justifier que g est bornée.

(b) Démontrer que le résultat obtenu a la question précédente reste vrai.

Exercice 12.

On pose, pour n > 1,

1
1
In:/ dt
o L+t

1. Déterminer ¢ = lim,,_, 1 o I;,.

2. Déterminer un équivalent de £ — I,,.

Exercice 13.

Soit la fonction I' définie pour « > 0 par

En introduisant I, (z) = fon (1 — )n t*~1dt, démontrer que

i
n

I'(z) =

lim

Exercice 14.

n!n®

Soit (a,) une suite de ]0,+o0] qui converge vers 0. Soit f : Rt — R continue et bornée.



+oo
anflx
Déterminer la limite de / ani(ldx.
0 ay +x

Exercice 15.

Soit 8 un réel non congru a 0 modulo 27.

1 eiO
Re ———dr | =—1In
(/0 1—eify )
oo 1 1
Z/ et — / —adr
= Jo o 1—ev’x

Z cos7(1n9) o

n>1

1. Démontrer que

2. Démontrer que

3. Conclure que

0
2sin —|.
sm2‘

Exercice 16.

Le but de cet exercice est de démontrer la remarquable identité :

il D
o ¥ m:lm

1. Justifier la convergence de chacun des membres de 1’égalité précédente.

2. Pour p et ¢ des entiers naturels, on pose I(p,q) = fol 2P (In x)%dz ; justifier la convergence

de cette intégrale.
3. Calculer I(m,0) pour m € N.
4. En déduire la valeur de I(p, q) pour tout couple (p,q) € N2.

5. En développant I% en série, justifier que

1 T \n
/O;lfzz(nll)l(n,n).

n=0

6. Conclure.

Exercice 17.

1. Démontrer que f0+oo Fordt =30, 54 =t



2. Plus généralement, démontrer que, pour tous a,b > 0, on a
“+oo —at +oo
te 1
| it
o l—e~ = (a+bn)

Exercice 18.

Démontrer que fOJrOO cos(y/r)e Tdx = Z:(’)(_l)n (27;!)!'

Partie B

Intégrales a parametres

1. Exercices basiques

Exercice 19.

On pose, pour = € R,

1. Justifier que F' est bien définie sur R.
2. Justifier que F est C! et donner une expression de F’(zx) pour tout = € R.
3. Calculer F'(x).

4. En déduire une expression simplifiée de F'(z).

Exercice 20.

On pose f(z) = 01 tlg:tl dt.

Déterminer le domaine de définition de f.

Démontrer que f est continue sur son domaine de définition.
Calculer f(x)+ f(xz + 1) pour tout x > 0.

En déduire un équivalent de f en 0.

AR e

Déterminer la limite de f en 4oc.



Exercice 21.

Pour n > 1 et > 0, on pose

. Justifier 'existence de I, (z).
. Calculer I (x).

. Démontrer que I,, est de classe C! sur |0, +oo] et former une relation entre I, () et I,,11(z).

= W N

. En déduire qu’il existe une suite (\,) telle que, pour tout = > 0, on a

An

p2n—1"

In(x) =

Que vaut A\, 7

Exercice 22.

On pose F(z) = 0+°° f;—:;dt.

1. Démontrer que F est définie sur ]0, 4o0].

2. Justifier que F tend vers 0 en +o0.

1
I

3. Démontrer que F est solution sur |0, +oo[ de 1’équation y" +y =

Exercice 23.

Le but de I'exercice est de calculer la valeur de 'intégrale de Gauss

+o0 5
I :/ et dt.
0

On définit deux fonctions f, g sur R par les formules

z L o= (t*+1)a?
f(z) :/ e dt et g(x) :/ ——dt.
0 0

241

s

1. Prouver que, pour tout = € R, g(z) + f2(z) = T

2. En déduire la valeur de I.

2. Exercices d’entrainement

Exercice 24.

Pour z > 0, on définit

™/2 cos(t)
J@) = /0 t+u dat

1. Justifier que f est de classe C! sur ]0, +oc[, et étudier les variations de f.

2. Déterminer la limite de f en +oo.



3. En utilisant 1 — g < cost < 1, valable pour ¢ € [0,7/2], démontrer que
f(x) ~o+ —Inz.

4. Déterminer un équivalent de f en 4oc0.

Exercice 25.

Soient a,b > 0. On définit, pour = € R,
+oo —at _ _,—bt
Plz) = / CE T cos(at).
0

1. Justifier 'existence de F'(z).
2. Prouver que F est C! sur R et calculer F'(x).

3. En déduire qu’il existe une constante C' € R telle que, pour tout x € R,
1 b2 2
F(z) = iln (”) +C.

a? + x?

4. Justifier que, pour tout x € R, on a
1 ftee
F(z)=—— ' (t) sin(xt)dt,

at_,—bt

ol l/f(t) — %
5. En déduire la valeur de C.

Exercice 26.

On pose, pour a > 0, F(z) = fj;o e~itwe=at’ gt
1. Montrer que F est de classe C' sur R et vérifie, pour tout = € R,

Fl(z) = %F(I).

2. En déduire que pour tout z réel, F(z) = F(0)e~* /4 puis que

™ 2
F — N o—z /4(1.
@) =1/ T

On rappelle que fj:oo e~ du = /7.



Exercice 27.

Soit f : R — R définie par
f(z) = / cos(x sin 6)d6.
0

1. Montrer que f est de classe C? sur R.

2. Vérifier que f est solution de I’équation différentielle
af”(x) + f'(x) + 2 f(x) = 0.

3. Démontrer que f est développable en série entiere.

Exercice 28.

Pour z € R, on définit I'(z) = f0+oo t*~le~tdt.
1. Quel est le domaine de définition de I'?
2. (a) Pour k>1et0< A< B < +00, on pose
() tAle | Int|F sio<t<1
I = Bt~ Int]r  sit> 1.
Démontrer que gy, est intégrable sur ]0, +o0[.
(b) En déduire que T est C* sur son domaine de définition, et calculer T'(F).

3. Montrer que pour tout z > 0, I'(x + 1) = zI'(x). En déduire I'(n + 1) pour n un entier et
un équivalent de I" en 0.

N

. Montrer que I' est convexe.

ot

(a) Justifier que, pour tout u < —1, In(1 —u) < —u.
(b) Pour z > 0, on pose

[t —t/n) sit€]0,n]
Falt) = { 0 sit>n.
Démontrer que lim,,_, 4 f0+oo fa@®)dt = T(z).
6. En déduire que pour x > 0, on a

1
I'(z) = lim nz/ w1 — u)"du.
0

n—-+oo

7. En utilisant des intégrations par parties successives, conclure que, pour tout = > 0, on a

nln®

I .
n-rtoo o(z + 1) .. (x + 1)

I'(z) =



Exercice 29.

En formant une équation différentielle vérifiée par f, calculer la valeur de

+oo —t
f(x) 2/0 %e””dt.

On rappelle que fOJrOO e~ du = /7/2.

Exercice 30.
Soit f une application définie sur [0, 1], & valeurs strictement positives, et continue. Pour a > 0,

on pose F(a) = fol fo(t)dt.
1. Justifier que F est dérivable sur R4, et calculer F”(0).

1 1/
lm < /O fa(t)dt) .

3. Exercices d’approfondissement

2. En déduire la valeur de

Exercice 31.

On pose

Fla) = /O+°° dt

14t

1. Déterminer le domaine de définition de F' et démontrer que F' est continue sur ce domaine
de définition.

2. Démontrer que F' est de classe C* sur |1, +o0[ et démontrer que, pour tout z > 1,

F'(z) = /1+OO m (;2 - 1) dt.

En déduire le sens de variation de F'.
3. Déterminer la limite de F' en +oo.

4. On suppose que F admet une limite £ en 17. Démontrer que pour tout A > 0 et tout

z>1,ona
A
e>/ a
- )1 141t®

5. En déduire que lim,_,,+ F(z) = 4oo0.

Exercice 32.

Soit f : Ry — C une fonction continue. Pour 2 € R, on pose Lf(x) = OJFOO f(t)e=*tdt.

1. Montrer que si f0+°o f(t)e~®tdt converge, alors f0+oo f(t)e ¥tdt converge pour y > .



2. Quelle est la nature de I’ensemble de définition de Lf ?

3. On suppose f bornée. Montrer que lim,_, 1, Lf(z) = 0.

Exercice 33.

Soit f: R — R de classe C*°.
1. On suppose que f(0) = 0 et on pose, pour = # 0, g(x) = @) Justifier que, pour z # 0,

T
g(z) = fol f'(tx)dt, et en déduire que g se prolonge en une fonction de classe C* sur R.

_ f(@)

rmn )

2. On suppose désormais que f(0) = f/(0) = --- = f(®=1(0) = 0 et on pose g()
x # 0. Justifier que g se prolonge en une fonction de classe C*° sur R.

10
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