Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°14

1. Séries de matrices

Exercice 1.

Calculer I'exponentielle des matrices suivantes :

3 0 -1 11 -1 300
A= 2 4 2 B=10 1 0 C=1(0 2 1
-1 0 3 1 0 1 0 0 2

Exercice 2.

Soit A = (g?g _%2) - Démontrer que la série )  A™ converge, et donner la valeurde 3, -, A™.

Exercice 3.

Soit A la matrice
2 0 1
1 -1 -1
-1 2 2

1. Calculer le polynéme caractéristique de A.

2. En déduire, pour t € R, la valeur de exp(tA).

Exercice 4.

Soit A € M,,(R). Démontrer que exp(A) est un polynéme en A.
Exercice 5.

Soit A la matrice A = . Calculer exp(A).
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2. Convergence simple et uniforme des suites de fonctions



Exercice 6.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions (f,,) suivantes :
1. fo(z) = e " sin(2nx) sur R puis sur [a, +oo[, avec a > 0.

2. folx) = m sur R, puis sur [a, +oo[ avec a > 0.

Exercice 7.

On pose f, : ¢ — ne~""*" . Etudier la convergence simple de (f,,) sur R. Montrer la convergence

uniforme sur [a, +oo], avec a > 0. Etudier la convergence uniforme sur ]0, +ocl.

Exercice 8.

Soit (f,) une suite de fonctions décroissantes définies sur [0, 1] telle que (f,,) converge simplement
vers la fonction nulle. Montrer que la convergence est en fait uniforme.

Exercice 9.

Etudier la convergence simple puis uniforme des suites de fonctions (f,) suivantes sur les inter-
valles proposés :

1
1. Pour n € N*| f,, : x — arctan(z + —) sur R.
n

2. PowrneN, f:z— sur Ry puis sur [a,+oo[ ol a > 0.

1+ n2z?
3. PourneN, f, :x— (1 —x)"sin(z) sur [0, 1].
4. Pour n € N*| f,, : x — n®z"(1 — ) sur [0,1] ot @ € R.

n,—x

5. PourneN, f, :z+—

sur Ry.
n!

1=2)" siz<n

) sur Ry .
0 sinon

6. PourneN,fn:xH{

3. Convergence simple des séries de fonctions

Exercice 10.

Pour n > 1 et 2 € R, on pose uy, (z) = nx2e V",

1. Démontrer que la série ) u, converge simplement sur R.



Exercice 11.

Soit up(z) = (~1)"In (1 + ﬁ) défini pour = > 0 et n > 1.

1. Montrer que la série > - u, converge simplement sur R.

Exercice 12.

Pour z € I =[0,1], a € R et n > 1, on pose u,(x) = n%™(1 — x).

1. Etudier la convergence simple sur I de la série de terme général u,,.

Exercice 13.

Pour z > 0, on pose u,(z) = T

1. Montrer que la série Z:ﬁ Uy converge simplement sur R .

Exercice 14.

ze T

On considere la série de fonctions ) -, uy, avec u,(x) =

Inn
1. Démontrer que Zn22 u, converge simplement sur R .
Exercice 15.
PR . .  gene
On considere la série de fonctions -, uy, avec u, () = i~

1. Démontrer que ), -, u, converge simplement sur R .

Exercice 16.

Soit g : [0, +0o[— R une fonction continue et bornée telle que g(0) = 0. On considére la suite de
fonctions définie sur [0, +oo[ par fr(z) = g(z)e™"*.

1.

Exercice 17.

Soit f : R — R une fonction continue, et soit a < b deux réels. Pour x € [a, b], on pose
=1 i
T)= —flz+—.
h@ =30t (o)

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,,) sur [a, b].
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