Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°6

Exercices obligatoires : 1; 2; 10; 13; 16; 22; 24 ; 30.

Exercices en groupes :

— exo0 n°5 Groupe 1 : Adrien ; Daniel ; Clément ; Maxime ;
— exo0 n°11 Groupe 2 : Raphaél; Ernest ; Camil ; Constant ;
— exo n°21 Groupe 3 : Luca; Michele; Tredy ; Malarvijy ;
— exo n°37 Groupe 4 : Lucas; Augustin; Ambroise ; Rayan ;

— exo n°39 Groupe 5 : Maxence; Thibaut ; Ingrid ; Sébastien ;

1. Idéaux d’un anneau commutatif
a. Exercices basiques

Exercice 1.

Soit (A,+, x) un anneau commutatif et M une partie de A. On appelle annulateur de M
Iensemble des x € A tels que xy = 0 pour tout y € M. Démontrer que 'annulateur de M est
un idéal de (A, +, x).

Exercice 2.

On appelle nilradical d’'un anneau commutatif (A, +, x) 'ensemble de ses éléments nilpotents,
c’est-a-dire ’ensemble des € A pour lesquels il existe n > 1 de sorte que ™ = 0. Démontrer
que le nilradical de A est un idéal de A.

Exercice 3.

Soit A un anneau commutatif.
1. On suppose que A n’admet que les idéaux triviaux {0} et A. Démontrer que A est un
corps.
2. On suppose que A est intégre et qu’il n’admet qu’un nombre fini d’idéaux. Démontrer que
A est un corps.



Exercice 4.

Soit (I,,) une suite croissante d’idéaux de K[X], ou K est un corps. Démontrer que la suite (I,,)
est stationnaire.

Exercice 5.

Soit (D, +, x) 'anneau des nombres décimaux, c¢’est-a-dire I’ensemble des nombres de la forme
10> avec n € Z et k € N. Démontrer que cet anneau est principal.

Exercice 6.

On souhaite étudier dans cet exercice les idéaux de Z2.

1. Soit I un idéal de Z% et I = {z € Z; (,0) € I}, I, = {y € Z; (0,y) € I}. Démontrer que
I et I sont deux idéaux de Z.

2. Démontrer que I = I; X I5.

3. Conclure.

b. Exercices d’entrainement

Exercice 7.

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Si I et J sont deux idéaux de A, on note
I+J = {i+j;1€l, jeJ}
I.J = {1+ +ingn; n>1,ix €1, jy€J}

On dit que deux idéaux I et J sont étrangers si [ + J = A.
1. Montrer que I + J et IJ sont encore des idéaux de A.
2. Montrer que I.J C INJ.
3. Montrer que (I 4+ J).(INJ) C I.J.
4. Montrer que si I et J sont étrangers, alors I.J = 1N J.

Exercice 8.

Soit p un nombre premier. On note
m
Zp:{x:—; (m,n) € Z x N*, p/\nzl}.
n

1. Vérifier que Z, est un sous-anneau de (Q, +, x).
2. Soit k > 0. On note

Jpp = {@; (m,n) € ZxN* pAn=1, pk|m}.
n

Vérifier que Jpx est un idéal de Z,,.

3. Réciproquement, montrer que si I est un idéal de A, il existe k > 1 tel que [ = Jp».



Exercice 9.

Soit n > 2. Démontrer que tous les idéaux de anneau Z/nZ sont principaux. A quelle condition
Z/nZ est-il principal ?

Exercice 10.

Soit Z[i] = {a + ib; a,b € Z*}.

1.

Démontrer que Z[i] est un sous-anneau de (C, 4+, x).

2. Quels sont les éléments inversibles de Z[i] ?
3.
4

. Soient u, v € Z[i] avec v # 0. Démontrer qu’il existe q,r € Z[i] avec u = qu +r et |r| < |v].

Soit z € C. Démontrer qu'il existe w € Z[i] tel que |z —w| < 1.

A-t-on unicité ?

Démontrer que Z[i] est principal.

c. Exercices d’approfondissement

Exercice 11.

Soit A un anneau commutatif (unitaire). Si I est un idéal de A, on appelle radical de I I’ensemble

\/j:
1.
2.

3.

{red; In>1, a™ eI},
Montrer que /T est un idéal de A.
Soient I, .J deux idéaux de A et p > 1. Montrer que

VIT =TT =VINVT, VT = VT et V7 = V1.

SiA=Zet I =kZ, k> 1, déterminer le radical de I.

Exercice 12.

Soit Z[i] = {a + ib; a,b € Z*}.

1.

Démontrer que Z[i] est un sous-anneau de (C, +, x).

2. Quels sont les éléments inversibles de Z[i] 7
3.
4

. Soient u, v € Z[i] avec v # 0. Démontrer qu’il existe q,r € Z[i] avec u = qu +r et |r| < |v].

Soit z € C. Démontrer qu’il existe w € Z[i] tel que |z —w| < 1.

A-t-on unicité ?

Démontrer que Z[i] est principal.

2. Anneaux Z/nZ



Exercice 13.

1. Est-ce que 18 est inversible dans Z/49Z? Si oui, quel est son inverse ?

2. Est-ce que 42 est inversible dans Z/135Z 7 Si oui, quel est son inverse ?

Exercice 14.

Résoudre, dans Z/37Z, les équations ou systémes d’équations suivants :
1. Ty =2.
2. { 3r+Ty =

(el L]

6x — Ty

Exercice 15.

Déterminer les inversibles de Z/8Z. Le groupe des inversibles (Z/8Z)* est-il cyclique ?

Exercice 16.

Résoudre
1. 22 +2+7=0 dans Z/13Z.
2. 2 — 4z +3 =0 dans Z/12Z.

Exercice 17.

Les groupes Z /87, (Z/2Z) x (Z/AZ) et (Z/2Z)? sont-ils isomorphes ?

Exercice 18.

1. Soient n,m,a trois entiers tels que n A m = 1. Montrer que ’équation nz = a [m] admet
une unique solution modulo m.

2. Soient n,m,a,b quatre entiers avec n A m = 1. Montrer que le systéme

{ i [n]

a
b [m].
admet une unique solution modulo nm.

3. Un phare émet un signal jaune toutes les 15 secondes et un signal rouge toutes les 28
secondes. On apercoit le signal jaune 2 secondes apres minuit et le rouge 8 secondes apres
minuit. A quelle heure verra-t-on pour la premiére fois les deux signaux émis en méme
temps 7

4. Une bande de 17 pirates s’est emparée d’un butin composé de piéces d’or d’égale valeur.
Ils décident de se les partager également et de donner le reste au cuisinier chinois. Celui-ci
recevrait alors trois pieces. Mais les pirates se querellent et six d’entre eux sont tués. Le
cuisinier recevrait alors quatre pieces. Dans un naufrage ultérieur, seuls le butin, six pirates



et le cuisinier sont sauvés et le partage laisserait cing pieces d’or a ce dernier. Quelle est
alors la fortune minimale que peut espérer le cuisinier quand il décide d’empoisonner le
reste des pirates ?

Exercice 19.

1. Donner la liste des éléments de Z/77Z qui sont des carrés. Combien y en a-t-il?
2. Soit a un élément Z/77Z. Quel est le cardinal de 'ensemble {—22 +a: x € Z/TZ}?

3. En déduire que, pour un a donné dans Z/7Z, I'équation 2?+y? = a a toujours une solution,
ou z,y sont dans Z/7Z.

4. Donner une solution explicite de 'équation u? + v? = —1 (mod 7), avec u,v € Z.

Exercice 20.

Soit n > 3 un entier.

27 =1 [2n].

1. Soit a un entier impair. Montrer que a

2. Le groupe (Z/(?”Z)) est-il cyclique ?

Exercice 21.

Le but de cet exercice est de montrer qu'’il n’existe pas d’entier n > 2 tel que n divise 2" — 1. On
raisonne par ’absurde et on supposons qu'un tel entier n existe. On note p le plus petit diviseur
premier de n.

1. Montrer que p > 2.

2. On note m lordre de la classe de 2 dans (Z/pZ)*.
(a) Montrer que m|p — 1.
(b) Mountrer que m|n.

(¢) Conclure.

3. Arithmétique des polynémes
a. Exercices basiques

Exercice 22.

Résoudre les équations suivantes, ol I'inconnue est un polynéme P de R[X] :

1. P(X?) = (X2+1)P(X) 2. P2=4P
3.PoP =P



Exercice 23.

Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de
1. X*+5X3+12X2 +19X — 7 par X% +3X —1;
2. X4 —4X3-9X2%2 +27X +38par X2 - X —7;
3. X% — X2 +2par X?+1.

Exercice 24.

Soit P € K[X], soit a € K et soit R le reste de la division euclidienne de P par (X — a)%.
Exprimer R en fonction de P(a) et de P’(a).

Exercice 25.

Soit P € R[X], a,b € R, a # b. Sachant que le reste de la division euclidienne de P par (X — a)
vaut 1 et que le reste de la division euclidienne de P par X — b vaut —1, que vaut le reste de la
division euclidienne de P par (X —a)(X —b)7

Exercice 26.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (\, ) € C? pour que X? + 2 divise X4 + X3 +
AX? +uX +2.

Exercice 27.

Déterminer les pged suivants :
L P(X)=X*-3X3+ X% +4et Q(X) = X?-3X%+3X —2;
2. P(X)=X° - X*4+2X3-2X24+2X —let Q(X)=X° - X*+2X2-2X +1;
3. PX)=X"—1let QX)=(X-1)",n>1.

Exercice 28.

Trouver deux polynémes U et V de R[X] tels que AU + BV =1, 0t A(X) = X" - X —1et
B(X) = X5 1.

Exercice 29.
Soient P et @) des polynémes de C[X] non constants. Montrer que P et () ont un facteur commun

si, et seulement si, il existe A, B € C[X], A # 0, B # 0, tels que AP = BQ et deg(4) < deg(Q),
deg(B) < deg(P).



Exercice 30.

Décomposer le polyndéme suivant en produit d’irréductibles de R[X] :

P(X)=2X*+ X2 3.

Exercice 31.

Soit P le polynéme X4 — 6X3 +9X2 +9.
1. Décomposer X* — 6X3 + 9X? en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

2. En déduire une décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans C[X], puis
dans R[X].

b. Exercices d’entrainement

Exercice 32.

Quel est le reste de la division euclidienne de (X + 1)™ — X™ — 1 par

1. X2 -3X +2 2. X2+ X +1 3. X2 _2X 417

Exercice 33.

Démontrer que
1. X" cos ((n—1)0) — X" cos(nf) — X cosf + 1 est divisible par X? — 2X cosf + 1;
2. nX"t — (n 4+ 1)X"™ + 1 est divisible par (X —1)2.

Exercice 34.

Soient A, B, P € K[X] avec P non-constant. On suppose que A o P|B o P. Démontrer que A|B.

Exercice 35.

Le but de cet exercice est de déterminer
E={PeR[X]; P(X?) = (X?+1)P(X)}.

1. Démontrer que le polyndme nul ainsi que le polynéme X2 — 1 sont solutions du probléme.
2. Analyse du probleme. Soit P € E non nul.
(a) Montrer que P est de degré 3.
(b) Démontrer que P(1) = 0, puis que P’(0) = P"”(0) = 0 (on pourra penser a dériver la
relation P(X?) = (X® + 1)P(X)).
(c) En effectuant la division euclidienne de P par X3 — 1, démontrer qu’il existe A € R
tel que P(X) = A(X3 —1).
3. Synthese du probléme : en déduire I’ensemble F.



Exercice 36.

Déterminer tous les polynémes P € R[X] vérifiant P(0) =0 et P(X? +1) = (P(X))2 +1

Exercice 37.

1. Rappeler la décomposition en produits d’irréductibles de X™ — 1.

2. En déduire la décomposition en produits d’irréductibles de 1 + X + --- 4+ X" L.
3. Calculer [[}Z] sin (Ex).

4

. Pour 0 € R, calculer []}_; sin (= + 9).

Exercice 38.

On dit qu’un polynéme P € C[X] de degré n est réciproque s'il s’écrit P = a, X" + - - - +ag avec
ay = an—y pour tout k dans {0,...,n}.

1. Soit P € C[X] de degré n. Démontrer que P est réciproque si et seulement si P(X) =
X"P(%).
2. Montrer qu’'un produit de polyndémes réciproques est réciproque.
3. On suppose que P et Q) sont réciproques et que Q|P. Démontrer que % est réciproque.
4. Soit P € C[X] un polynome réciproque.
(a) Démontrer que si « est une racine de P, alors o # 0 et o~ ! est une racine de P.
(b) Démontrer que si 1 est une racine de P, alors sa multiplicité est supérieure ou égale
a 2.
(c) Démontrer que si le degré de P est impair, alors —1 est racine de P.

(d) Démontrer que si P est de degré pair et si —1 est une racine de P, alors sa multiplicité
est supérieure ou égale a 2.

5. Démontrer que tout polynéme réciproque de C[X] de degré 2n se factorise en
P=ap,(X*+01 X +1)... (X2 +b,X +1).

Que peut-on dire si le degré de P est impair ?
c. Exercices d’approfondissement
Exercice 39.

Déterminer les polynoémes P de degré supérieur ou égal a 1 et tels que P’|P.

Exercice 40.

Déterminer les couples (A, B) de polynoémes non nuls de R[X] tels que le quotient et le reste dans
la division euclidienne de A par B et dans la division euclidienne de B par A soient identiques.



Exercice 41.

Soient n, p deux entiers naturels non nuls et soit P(X) = Y _;axX"* un polynéme de C[X].
Pour chaque k € {0,...,n}, on note ry le reste de la division euclidienne de k par p. Démontrer
que le reste de la division euclidienne de P par X? — 1 est le polynéome R(X) = Z:o ap X"k,

Exercice 42.

1. Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que P(C) C R.
2. Déterminer tous les polyndmes P € C[X] tels que P(R) C R.
3. Soit P € C[X]. Démontrer que P(Q) C Q si et seulement si P € Q[X].

Exercice 43.

On note
S ={P e R[X]; 3P, P, € R[X]; P= P} + P}}.
L. Montrer que S est stable par produit. On pourra considérer I'application ¢ : C[X] — R[X],
P— PP.

2. Soit P € R[X] tel que P(x) > 0 pour tout = € R. Montrer qu’il existe A, B € R[X] tels
que P = A? + B2,

Exercice 44.

Si P € Z[X], on appelle contenu de P, et on note ¢(P), le pged des coefficients de P.

1. Soit P,@Q € Z[X] et p un nombre premier. On suppose que p divise tous les coefficients de
PQ. Montrer que p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de Q.

2. Soit P,Q € Z[X] et R(X) = C(PI;CQ(Q) € Z[X]. Démontrer que ¢(R) = 1. En déduire que
Pon a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

3. Soit @ un polynéme de Z[X]. On suppose que @ n’est pas irréductible dans Q[X]. Démon-
trer qu'il existe deux polynomes A et B de Z[X] tels que Q = AB, avec deg(4) < deg(Q)
et deg(B) < deg(Q).

4. Soit A(X) =an X"+ -+ a1 X + ap € Z|X]. On suppose qu’il existe un nombre premier
p tel que

plag, pour tout 0 <k <n —1, p|/a,, p* |[ao.

Démontrer que A est irréductible dans Q[X].

5. Démontrer qu’il existe dans Q[X] des polynémes irréductibles de tout degré n > 1.
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