Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°4

Exercices obligatoires : 2; 6; 8; 9; 10; 12; 13

Exercices en groupes :

— exo n°1 Groupe 1 : Maxence ; Daniel ; Tredy ; Constant ;
— exo n°4 Groupe 2 : Adrien; Thibault; Camil ; Ernest ;

— exo n°5 Groupe 3 : Lucas; Clément ; Rayan ; Malarvijy ;
— exo n°11 Groupe 4 : Raphaél ; Michele ; Ingrid ; Sébastien ;

— exo0 n°15 Groupe 5 : Luca; Ambroise; Augustin; Maxime;

1. Exercices basiques

a. Boules / Distances

Exercice 1.

On consideére 'espace vectoriel normé (£°(R), || - oo )-

1. Déterminer la distance de la suite u constante en 1 au sous-espace vectoriel ¢g(R) des suites
a valeurs réelles convergeant vers 0.

2. Déterminer la distance de la suite v = ((—1)"),en au sous-espace vectoriel C des suites &
valeurs réelles convergentes.

Exercice 2.

Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé et x,y € E. Démontrer que z+ Bf(y,r) = By(z+y, 7).
Remarque : x + By(y, ) est I'ensemble {z + 2 | z € By(y,7)}.

Exercice 3.
Soit E un espace vectoriel et N : E'+— R une fonction telle que :
i) N est positive sur E;
i) pour tout x € E, N(z) =0 = =z =0g;

iii) pour tous x € E et A € K, N(Az) = |A|N(z);

Montrer que N est une norme si, et seulement si, By = {o € E | N(z) < 1} est convexe.



Exercice 4.

Soit E = C([0,1],R) muni de la norme infinie et

A:{feEf(O):Oet /Olf(t)dt21}.

Montrer que pour tout f € A, ||f|loc > 1 et déterminer d(0g, A).

Exercice 5.

*

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé avec E # {0} et x,2’ € E et r,r’ € RY.

Montrer By(x,r) = By(a',1’) si, et seulement si, x =z’ et r =1,

Indication.
Une implication est évidente, montrer I'implication réciproque par contraposée en commencgant

par le cas : x = ' et r #£ 7',
Ensuite, dans le cas z # 2/, faire un dessin !

Exercice 6.

Soit E un espace vectoriel normé. Pour a € E et r > 0, on note B(a,r) la boule fermée de centre
a et de rayon r. On fixe a,b € E et 7,5 > 0.

1. On suppose que B(a,r) C B(b,s). Démontrer que |ja — b|| < s — 7.
2. On suppose que B(a,r) N B(b, s) = @. Montrer que |la — b > 7 + s.

b. Comparaison de normes

Exercice 7.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R. On définit pour
fekr

1
[flloo = sup {[f(x)[; = € [0,1]}, £l :/O |£(t)]dt.

Vérifier que ||.||oo et ||.||1 sont deux normes sur E. Montrer que, pour tout f € E, |[f]1 <
|/ lloo- En utilisant la suite de fonctions f,(x) = 2™, prouver que ces deux normes ne sont pas
équivalentes.

Exercice 8.

Soit £ = R[X] l'espace vectoriel des polynémes. On définit sur E trois normes par, si P =



Py
im0 @i X"

P P 1/2
Ny(P) =" lail, No(P) = <Z|ai|2> . Noo(P) = max[a;].

=0

Vérifier qu’il s’agit de 3 normes sur R[X]. Sont-elles équivalentes deux & deux ?

Exercice 9.

Soit E' = C([0, 1], R). On définit les normes || - ||1, || - ||z €t || - || PAr

1/2

_ 1 B 1 2) _
1 = / @, ||f|2—(/0 SOF) et lfloo = st 17

Démontrer que ces trois normes ne sont pas équivalentes deux a deux.

Exercice 10.

Sur E = R[X], on définit N; et N3 par

“+oo
Ni(P) =) [PM(0)] et No(P) = sup |P(1)].
k=0 te[-1,1]

1. Démontrer que N; et Ny sont deux normes sur F.

2. Etudier pour chacune des deux normes la convergence de la suite (P,,) définie par P, =
1
X
n

3. Les deux normes sont-elles équivalentes ?

2. Exercices d’entrainement
a. Norme p d’une autre maniere

Exercice 11.

Soient (x,y,p,q) € RY tels que 1/p +1/q = 1, et a1,...,ap,b1,...,b, 2n réels strictement
positifs.

1. Montrer que

1 1
xy < —aP + —y?.
p q

2. On suppose dans cette question que Y i a? =Y b = 1. Montrer que >~ ; a;b; < 1.

i=1"1



3. En déduire la splendide inégalité de Holder :

n n p s p 1/q
i=1 =1 i=1

4. On suppose en outre que p > 1. Déduire de 'inégalité de Holder 'inégalité de Minkowski :

n 1/p n 1/p n 1/p
) (5 (5
i=1 =1

i=1
5. On définit pour z = (z1,...,2,) € R"
2]l = (J&1 [P + - + & P) /P,

Démontrer que || - ||, est une norme sur R”.

b. Comparaison de normes

Exercice 12.

Soit E = C'(]0,1],R). Pour f € E, on pose

1 1/2
N = (£o+ [ rora)
0

1. Démontrer que N est une norme sur F.

2. Démontrer que, pour tout f € E, ||f|leo < V2N(f).

3. Les deux normes N et || - ||oo sont elles équivalentes ?

Exercice 13.
Soit A une partie bornée d’un espace vectoriel normé (E, || - ||). On note £ I’espace vectoriel des

applications lipschitziennes de A dans F.
1. Démontrer que les éléments de £ sont des fonctions bornées.

2. Pour f € L, on pose

Ky ={k € Ry; Y(z,y) € A%, | f(z) — f(y)]l < klz —y]}-
Démontrer que K; admet une borne inférieure. Dans la suite, on notera C; cette borne
inférieure.
Justifier que Cy € K.
Démontrer que si f,g € £, alors Cyi g < Cr +Cl.
Pour a € A, on note N,(f) = ||f(a)| + Cy. Démontrer que N, est une norme sur L.

o Gk W

Soient a # b € A. Les normes N, et N, sont-elles équivalentes 7



Exercice 14.

|z+ty|
V142"

Soit N l'application de R? dans R : (z,y) — sup,cp
1. Montrer que N est une norme sur R2.

2. La comparer a la norme euclidienne.

3. Expliquer.

Exercice 15.

Soit E = C([0,1],R). Pour f,g € E, on pose Ng(f) =9 ]|oo-
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N, soit une norme.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N, soit équivalente & la norme
infinie.
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