Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°2

Exercices obligatoires

— Pour la semaine du 15 Septembre : 1, 4, 8, 10, 17, 20.

— Pour la semaine du 22 Septembre : 24, 25.

Exercices en groupes :

— exo n°3 Groupe 1 : Maxence ; Thibault ; Clément ; Maxime ;
— exo n°11 Groupe 2 : Augustin; Michele; Camil ; Rayan;

— exo n°14 Groupe 3 : Raphaél; Ambroise ; Tredy ; Malarvijy ;
— exo n°23 Groupe 4 : Lucas; Luca; Daniel ; Ingrid ;

— exo n°12 (1 et 2) Groupe 5 : Adrien ; Ernest ; Constant ; Sébastien ;

1. Convexité

Exercice 1.

Soit C et Cy deux ensembles convexes de R™ et Cy +Co = {x+y; x € C4, y € Co}. Démontrer
que C + C5 est convexe.

Soit z1, 29 € C1+Cs et t €]0,1[. Alors 21 = x1+y1 et 20 = xa+ys avec x1,x2 € Cy et Y1,y € Co.
On aalors (1 —t)z1 +tze =z +y avec x = (1 — t)zy +txy € Cy et y = (1 — t)y; + tys € Cy par
convexité respective de C7 et Cy. Ainsi, C7 + Cs est convexe.

Exercice 2.

. R T
Soit & = < (x,yl e B/ — + =
ol { IR= a2t

< ]}_ Montrer ¢gue & est un convexe de B (on utilisera la convexité de la fonction

Xo— X7



La fonction T : x — X~ est convexe sur R car deux fois dérivable sur B de dérivée seconde positive sur . Par suite, pour
tous réels o et B et pour tout réel A [0, 1],

((1=Na+Ap)* < (T —AJod + A2
Soient ((x1,1y1),(x2,y2)) € &2 et A € [0,1].

(1 —=A)x1 +Axz)? L (0 =Ny +Ay2)? - (1—A)x? +Ax2 t — ANyl Ayl

a? b2 - a? b2

=(1-A) (—+i—l)+?\<—+g—j)
(=N +AfcarT—A =0et X =0)

=1

On a montré que pour tous ((x1,41), [x2,Y2)) € &2 et A € [0,1], (1 —=A) (x1,41) +A (x2,Y2) € &. Done, & est un convexe
de B2,

Exercice 3.

Soit (4, Cy deux parties convexes d'un espace vectoriel réel E et soit s € [0,1]. On pose C =
sC1+ (1 —=98)Cy={sz+ (1 —s)y; x € Cq, y € Cz}. Démontrer que C' est convexe.

Soit 21,22 € C et t € [0,1]. Alors il existe z1, 22 € C; et y1,y2 € Cs tels que
z1 = sx1 4+ (1 — 8)y1, z2 = sxa + (1 — $)ya.

Mais alors
tzy + (1 —t)zg = s(txy + (1 — t)xe) + (1 — s)(tyr + (1 — t)y2).

Par convexité respective de C et Ca, tx1 + (1 — t)ze € C; tandis que ty; + (1 — ¢)ys € Cs. On
en déduit que C est bien une partie convexe de E.

Exercice 4.

1) On(R) est-il un convexe de .#n(E]?
2) Montrer que I'ensemble des matrices stochastiques {matrices (ai;]1<i,jen € -#n (E] telles que ¥(1,j] Il nj 12 ,a4,; =0
n

et i e [1,n], E a;; = 1) est un convexe de ., ().
i=1



1 1
1) Les matrices I, et —I,, sont deux éléments de O, (R). Mais EI“ + 3
Done, O, () n'est pas un convexe de ., ()

(—I,,) = 0, n'est pas un élément de O, (R).
2) Soient A = (aij)y<i j<n 6 B = (bij)i<q <, deux matrices stochastiques et soit A € [0,1].
Pour tout (i,i) € [1,n]?, le coefficient ligne i, colonne j. de la matrice (1 —AJA + uB est (1 —A)ai; + Abi ;.
e Pour tout (i,j) € [,n]?,onaa;; 20, by =0ectonaaussi A =0et 1—A2 0 Done, pour tout (4,j) € [I,n]?, on a
(T—Mag;+Abg; =0,
e Puisque pour tout (i,j) € [I,n]?, ona a;; = Tet by; = 0etque A = 0et 1 —A =0, on en déduit que pour tout
(i,3) € [1,m]?,

onal(l—Aai; <1 —Aet Abij <A puis (1 —Alagj+Abiy; < T—-A+A=1
e Pour tout i € [1,n]?,

n n n
> (I =Nagj+Aby) =(1T=A)Y ai; +AY byj=T-A+A=1
i=1

i=1 i=1

On a montré que l'ensemble des matrices stochastiques est un convexe de .#, ()

Exercice 5.

Pour tout £ C R”, on appelle enveloppe convexe de E ’ensemble

KE)= (] A

A€E(E)

ou £(FE) désigne ’ensemble des convexes de R™ contenant E.
1. Démontrer que K(F) est convexe.

2. Déterminer K(F) lorsque E est la courbe de la fonction y = tanx pour x € ]fg, 5 [

1. Soit z,y € K(FE) et t €]0, 1]. Soit A un convexe de R™ contenant E. Alors z € A et y € A.
Par convexité de A, on en déduit que tz + (1 — t)y € A. Comme ceci est vrai pour tous
les convexes de R™ contenant E, on a bien tz + (1 — t)y € K(E), et ce dernier ensemble
est convexe. Plus précisément, ’enveloppe convexe de E est le plus petit convexe de R"
contenant F.

2. On va prouver que ’enveloppe convexe de E est I'ensemble F = ]—%, %[ x R. En effet,
F est convexe et contient E. Réciproquement, prenons un point M = (zg,y0) de F. Si
yo = tan(zp) alors M € E C K(F). Sinon, sans perte de généralité, on peut supposer que
tan(zg) < yo. Considérons =1 < zg tel que x; > —m/2 et considérons A le point de E de
coordonnées (x1,tan(xy)). La droite (AM) a pour équation y — tan(z;) = m(x — x1) ou m
est le coefficient directeur de la droite (on peut bien siir le calculer, mais sa valeur n’a pas
d’importance). Considérons alors la fonction définie sur [x1,7/2[ par f(z) = tanz —m(z —
x1) — tan(x1). Alors, puisque M est sur la droite (AM), on a yo = m(xg — 1) + tan(xq)
et donc f(xg) = tan(zo) — yo < 0. D’autre part, lim,_,./, f(2) = +o0c. Par le théoreme
des valeurs intermédiaires, puisque f est continue, il existe xo €]xzg, 7/2[ tel que f(z2) = 0.
Autrement dit, le point B = (z3,tan(z3)) est & la fois sur E et sur la droite (AM). On a
donc M qui appartient au segment [AB] avec A et B des points de E. Ceci implique que
M € K(E).



Exercice 6.

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R convexe. Démontrer que f est continue sur I. Le
résultat subsiste-t-il si I n’est plus supposé ouvert ?

Soit g € I. On va démontrer que f est continue a droite en x(. La preuve serait identique pour
la continuité a gauche. Prenons a < g et b > x( tels que a,b € I. Alors, d’apres I'inégalité des
pentes, pour tout x €]xg, b], on a

f(xo) — f(a) < f(z) — f(z0) < f(b) — f(=o)
T — o N T — T B b—.]?o
ce qui donne
(z — T/O)w < f(z) = f(zo) < (= —xo)w.

Par le théoreme des gendarmes,

lim, f(z) = f(zo).

Le résultat devient faux si I = [0, 1] par exemple. En effet, la fonction non continue en 0 et en 1
définie par f(x) =0 si z €]0,1[ et f(0) = f(1) =1 est convexe.

Exercice 7.

Soit E un espace vectoriel réel et A une partie de E

1. Montrer que l'intersection de deux parties convexes de E est convexe. Que dire d’une
intersection quelconque de parties convexes ? Que dire d’une réunion de convexes ?

2. Montrer qu’il existe un plus petit convexe, au sens de l'inclusion, contenant A. On appelle
cet ensemble enveloppe conveze de a et on le note Conv(A).

3. Montrer que Conv(A) est égal & 'ensemble des barycentres & coefficients positifs de toute
famille finies de points de A.

1. Soit Ay, Az deux parties convexes de E. Soit u,v € A;NAs. Alors, par convexité, [u,v] C Ay
et [u,v] C Ag; donc [u,v] C A3 N As. Par suite A3 N As est convexe.
Il en est de méme dans le cas général : Soit (A;);c; une famille de convexe ot I est un
ensemble d’indice quelconque. Soit w,v € ﬂAi. Alors, par convexité, pour tout i € I,

iel
[u,v] C A;. Donc [u,v] C ﬂAi.
iel

Concernant la réunion de deux convexes, le résultat n’est pas convexe en général : prendre
deux singletons distincts par exemple dans un espace vectoriel de dimension au moins 1.

2. Soit C P'intersection de tous les convexes contenant A. Alors C' est convexe d’apres la ques-



tion précédente et il contient A. Or si C est un convexe contenant A, alors par définition,
on a C C C'. Donc C est le plus petit convexe contenant a pour I'inclusion.

3. Soit I" ’ensemble des barycentres a coefficients positifs des points de A.

— Alors A est inclus dans T' (il suffit de voir chaque point a de A comme le barycentre
de (a, 1) par exemple). Montrons que de plus I' est convexe.
Soit g = > 1, Ny et ¢’ =Y " | wiy; appartenant a I' (on a supposé, quitte a diviser
par les sommes de pondérations respectives, que > 1" A, =1=>"" ;).
Alors, pour tout ¢ € [0,1], tg + (1 — t)g’ = Yi thizi + Do (1 — Oy
est le barycentre a coefficients positifs de la famille de points de A pondérés

((1,EA1)y ey (T, tAR), (Y1, (L = E) 1)y ovy (Y, (1 — ) ) (il faut aussi remarquer que
t1+(1—1¢)1 = 1), donc, par définition, c’est un élement de I'. Par suite, I' est convexe.

11 en résulte que Conv(A) C T.
— On a A C Conv(A) donc tout élément I' est en particulier un barycentre de points de
Conv(A). Or Conv(A) est convexe, donc d’apres la caractérisation des convexes par

les barycentres, tout barycentre & coefficients positifs de points de Conv(A) est dans
Conv(A). Il en résulte que I' C Conv(A).

On en conclut que Conv(A4) =T.

2. Intégrales généralisée

Exercice 8.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes ?

+o0 too
1./ In tdt 2./ et dt.
1 0

oo gt +oo eV
1 / g 2. / < __at
1 et —1 0 1+t2

1. La fonction In est continue et positive sur [1,+oo[. Pour ¢t > e, In(t) > 1; or fjoo 1 dt
diverge donc par comparaison f:oo In(t)dt diverge et donc f;roo In(t)dt également.

On pouvait également remarquer qu’on connait une primitive de In, a savoir  — xIlnx — z.
On a donc

/ Intdt =[tlnt —¢]] =zlnz—z+1
1

qui tend vers +oo si x tend vers +oo. Ainsi I'intégrale diverge.

. . o —B . . N .
2. Ici, on ne connait pas de primitive de e=*" qui s’exprime facilement & I’aide des fonctions

usuelles (en fait, ¢’est méme impossible). On doit donc comparer. Commencgons par remar-



quer que t — e~t" est continue et positive sur [0, 4+o0[. On a :

2
lim z%e”® = lim we “ =0.
Tr—r+00 uU—+00
. — 2 . . . N .
Autrement dit, e=® = o(1/z?). Ainsi, puisque f1+oo i—% (critére de Riemann en —+oo

. A +oo _,2
converge, il en est de méme de fo e " dx.

3. La fonction t +— —1= est continue et positive sur [1,+oco[. En +00, == ~ 7% Or
et—1 et =1 4 1o
et= o t% car t2e”t ——— 0; donc d’apres le critére de Riemann en +oo, on a, par
t—+oo t——+oo

g eroo dt " ¢
comparalson, 1 ot_7 ©st convergente.

v
est continue sur [0, 4+o00[. De plus, au voisinage de +00, on a

4. La fonction t — Htg

te— Vit
lim 2 x € = lim teVi=0
t—+4o00 1+ 12 t—+o00

par croissance comparée des fonctions polynomiales et exponentielles Par comparaison a
+OO te™

une intégrale de Riemann convergente, I'intégrale |, T dt est convergente.

Exercice 9.

Quelle est la nature de 'intégrale suivante

“+o0
/ e~ Vintgy
1

La difficulté de cette question est qu’il est plus difficile d’avoir une intuition sur la facon dont se
comporte e~ V"t Soit & > 0. On va comparer la fonction & -%. On a

e—\/lntta :e—\/lnt+alnt 5 100.

Ainsi, en choisissant o = 1, % = o(e~VI"?). Puisqu’on travaille avec des fonctions positives, et

Qe f1+oo % diverge, il en est de méme de f1+°° e—Vint s



Exercice 10.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes 7

1 “+o0 N
1. / In tdt 2./ e~ tdt
0 0

—+oo +oo
3. / rsinze *dx 4. / Inte~tdt
0 0

gt
> /o DN

1. La fonction z — Inx est continue sur ]0,1], le probléeme de convergence est en 0. Pour le
traiter, on peut : <ul class="rien”>

2. remarquer qu’on connait une primitive de In, a savoir z — xlnz — z. On a donc

1
/ Inxdx = [mlnx—x}; =—XhX+X-1
b

qui tend vers —1 si X tend vers 0.

3. comparer : On sait que v/zlnz — 0 quand  — 0. Ceci signifie que Inx = o(1/4/z) en 0.
Puisque fol %dm converge, on en déduit par critére de comparaison que |, o Inxdx converge.
</ul>

. . . . . — 2 . . . Y . .
4. Ici, on ne connait pas de primitive de e™*" qui s’exprime facilement & 1’aide des fonctions

usuelles (en fait, c’est méme impossible). On doit donc comparer. Commencgons par remar-
quer que t — et est continue sur [0, 4+00[. Le probléme de convergence de 'intégrale ne
se pose donc qu’au voisinage de +o0o. Mais il est facile de voir que

x

. 2 —z2 1. —u
lim z°e = lim we *=0.
r——00 u——4o00

Autrement dit, e = o(1/z?%). Ainsi, puisque f1+°° % converge, il en est de méme de
f0+°o e~ dz.

5. La encore, on va majorer, et on va méme prouver que l'intégrale est absolument convergente.
Pour cela, on remarque que, pour z > 0, |ze ™% sin 2| < xe~*. D’autre part, puisque z3e =% —
0 lorsque x — +00, on en déduit que ze =% sin(z) = o(1/x?). Ainsi, I'intégrale est absolument
convergente.

6. La fonction ¢ — In(t)e™? est continue sur |0, +oo[. En 0, elle est équivalente & Int, fonc-
tion négative au voisinage de 0 et intégrable. Par comparaison, fol Inte~tdt converge.
Au voisinage de l'infini, on remarque que t?Inte~? tend vers 0 lorsque ¢ vers +oo.
Ainsi, Inte™? =, o, o(1/t?). Par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente,
f1+oo Inte~tdt converge. Ainsi, on a prouvé la convergence de f0+°° Inte~tdt.

1
I—t’

divergente (en 1). Ainsi, 'intégrale fol mdt diverge.

7. En 1, la fonction est équivalente a fonction de signe constant dont l'intégrale est



Exercice 11.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes 7

+o00 +o00 -Vt
1. / dt 2. / Ldt
q et —1 o 1+¢2

s

1. La fonction ¢ +— et—l_l est continue sur ]0,1]. En 0, et—l_l est équivalent & % Par comparaison

a une intégrale de Riemann divergente, fo etdfl est divergente. A fortiori, f0+oo (,tdjl

divergente.

est

. —Vi . ..
2. La fonction ¢ — % est continue sur [0, +o00[. De plus, au voisinage de +00, on a
eVt
lim #% x = lim teVi=0
t—+o0 14 ¢2 t—+o0

par croissance comparée des fonctions polynomiales et exponentielles. Par comparaison a
+oo e Vi
0 1+t2

une intégrale de Riemann convergente, I'intégrale dt est convergente.

3. La fonction t + cos?(1/t) est continue sur |0, 1]. De plus, on a
|cos?(1/t)] < 1.

. 1 . C P RS
Puisque fo 1dt converge (ce n’est méme pas une vraie intégrale généralisée), on en déduit

que fol cos?(1/t)dt est aussi convergente.

Exercice 12.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes ?

“+o0 “+o0
V[T [T e,
o t*A41 N O YRvET

—+o0
3./ e~ Vintgy
1

1. La fonction ¢ — tlrjfl est continue sur |0, +oo[. En 0, elle est équivalente & Int qui est

intégrable au voisinage de 0. En +o00, on écrit simplement que

Int Int
lim ¢3/2 nto im 2 0.
t—+o0 24+1  totoo /t

Ainsi, par comparaison a une intégrale de Riemann convergente, la fonction est intégrable

P , ) +oo
au voisinage de 4+oc0. En résumé, fo tlzrjrtl dt converge.




2. La fonction z — @77% est continue sur |1, 4+o00[. En 1, on sait que

et donc

Vinzx 1
(z—1)yvz Vi1
Vinz

Par comparaison a une intégrale de Riemann convergente, la fonction = o) va est

intégrable au voisinage de 1. En Uinfini, I’idée est que le vInz ne compte presque pas par
rapport & z3/2. Précisément, on écrit que

5/4 Vinz I vinz _

ote” @-D)yE et gl/E

Ainsi, par comparaison a une intégrale de Riemann convergente, la fonction est intégrable

au voisinage de +oo. On en déduit que la fonction est intégrable sur |1, 4+o00].

3. La difficulté de cette question est qu’il est plus difficile d’avoir une intuition sur la fagon
dont se comporte eVt Soit a > 0. On va comparer la fonction a t% On a

e—\/lntta _ e—\/lnt+a1nt 5 400.

Ainsi, en choisissant a = 1, % = o(e~ V), Puisqu’on travaille avec des fonctions positives,
+ . . A +oo  _/Int
et que [;°° 4 diverge, il en est de méme de [, e~ VIntdt.

Exercice 13.

Pour a, 8 € R, on souhaite déterminer la nature de

/J“’O dx
e z%(Inz)f’

1. On suppose a > 1. En comparant avec une intégrale de Riemann, démontrer que I'intégrale
étudiée est convergente.

2. On suppose o = 1. Calculer, pour X > e, fX

. ch(l‘riliq;)g En déduire les valeurs de 8 pour

lesquelles l'intégrale converge.

3. On suppose « < 1. En comparant a 1/¢, démontrer que l'intégrale étudiée diverge.

1. Soit v €]1,«[. Alors, on a
tY 1

nt)P e meP O




et donc, en notant f la fonction, on a

) =10 (5 )

Puisque f 4t converge, il en est de méme de | teor

2. Si a = 1, alors la fonction est de la forme u'u~?. Elle admet donc une primitive de la forme

_5+1u —p+1 si 8# 1, et de la forme In|Inu| si 8 =1. Pour § # 1, on a

X

/ex P = {—61+ 1““““1}@

1 —B+1
= 5 (InX)=P*H —1)

Lorsque X tend vers +oco, ceci admet une limite finie si et seulement si § > 1. Dans le cas
ou B =1, la primitive se calcule un peu différemment :

Xodt X
/ e = In|Int|]7 =In|lnX|—In|lne| =Inln X.
. n

Ceci tend vers +o0, et donc l'intégrale n’est pas convergente.
3. On remarque que
1
T ja—1 B
—— =t (Int)’ —» 0
f) ’

c’est-a-dire

+ = 1o 0f(0),

Puisque f;oo 4t diverge, il en est de méme de f:oo f(t)dt.

En conclusion, I'intégrale étudiée converge si et seulement si @« > 1oua=1et > 1.

Exercice 14.

1. Soit f : [0,400[— R une fonction continue. On suppose que f0+°° f(t)dt converge, et soit
(zn) et (yn) deux suites tendant vers +oo0. Démontrer que [’" f(t)dt tend vers 0.

2. En déduire que 'intégrale f;oo e~tsintqt diverge.

1. Posons F(x fo t)dt. Alors les hypotheses nous disent que F' admet une limite ¢ en
+00. Or,
f() F(yn) — F(zn) 2 —£=0

Tn

2. Posons z, = (2n+ )7 et y, = (2n + 2)m. Alors si ¢ € [zy,yn), on a tsint < 0 et donc
e~tsint > ¢0 = 1. On en déduit que fy" e~tsintdt > 1. En particulier, cette quantité ne
tend pas vers zéro, et donc 'intégrale est divergente.

10



Exercice 15.

Discuter, suivant la valeur de o € R, la convergence des intégrales suivantes :

T tInt e
1. / 7n2dt 2. / z%In (z + %) dx
o ([@+2) 0

1. Remarquons d’abord que la fonction se prolonge par continuité en 0, puisque tIlnt — 0

lorsque t tend vers 0. De plus, au voisinage de +00, la fonction est équivalente a ttlzr;t = tzlcﬂ‘fl .

On distingue alors deux cas :

— Sia<1,alors 2aa—1 < 1, et donc t,}ﬁjfl > % pour t assez grand. Puisque f;roo 4 gt

t
divergente, on en déduit que l'intégrale est divergente.

— Sia > 1, alors 2a—1 > 1. L’idée est que le terme le plus important est le dénominateur,
tza%l' Le logarithme au numérateur nous ennuie un peu, mais on va le traiter en
réduisant un peu l’exposant du dénominateur. Précisément, soit v € R tel que 1 <

v < 2a — 1. Alors on a

Int

t’ym = t_éhlt — 0

avec —0 =y — (2 — 1) < 0. On en déduit que

Int 1
$2a—1 T+o0 0 ?y :
Puisque l'intégrale f1+°o 4t converge, il en est de méme de

tY
+00  tint
de 3 7(1+t2)adt.

En conclusion, I'intégrale est convergente ssi a > 1.

1+°O tglfjfldt et par suite

2. La fonction f : x +— x®In (x 4 €*%) est continue sur |0, +o00[. Il peut y avoir éventuellement
deux problémes, I'un en 0, 'autre en +o0o. Pour a > —1, on a au voisinage de 400

f(z) > z* > 0.
Comme l'intégrale ffoo x®dx diverge (on a supposé a > —1), il en est de méme de 0+°° f
On peut donc se concentrer sur le cas aw < —1. Séparons alors I’étude en 0 et celle en +o0.
(a) En 0. On a €** — 1 et donc In(1 4 e**) — 0. Pour en savoir un peu plus, il faut faire
un développement limité. Utilisant e®* = 1 + ax + o(x), on trouve

f@) =2 (1+ (a + D)z + o)) =2°((a + 1)z + o(x)) = (a+ 1)z + o(z°").

On en déduit que f ~g (o + 1)z**! (remarquons que a + 1 # 0 puisque o < —1).
Puisqu’on a affaire a des fonctions qui gardent un signe constant, on en déduit que
fol f converge si et seulement si fol z*Tldx converge, c’est-a-dire si et seulement si
—a—1<1soit a>—-2.

(b) En +o00. On fait un développement limité de In(x + e**). Puisque o < —1, on sait que
e** tend vers 0 en 400, d’olt

[e%4

In(z + ¢*®) = Inz + In (1 + e) = In(z) + o(1).

T

11



On en déduit que
f(x) ~foo 2% Ina.

On se ramene a une intégrale de Bertrand. Rappelons pourquoi dans le cas particulier
de Dexercice elle est convergente. Puisque a < —1, on peut choisir v €]a, —1[. Mais
alors,

z%Inz = o(z”) (faire le quotient des deux quantités)

et comme f1+oo 27dx converge, il en est de méme de f1+°° f.

En conclusion, on a prouvé que l'intégrale est convergente si et seulement si « €] — 2, —1[.

Exercice 16.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes 7

1 “+o0
1. / d 2 / <1+tln (t>> dt
o 1—V1t 0 t+1

e oo 1 1
3. / (\/m—x\?’/x?’—i—ax) dx, a € R. 4. / e_t<1 — —) dt.
2 0 — €

1
1z
en 1. Pour étudier ce probléme, on fait un développement limité en 1 en posant x = 1 + u.

Lorsque x tend vers 1, u tend vers 0. De plus,

1-vVz = 1-VI1+u
= 1-(14+u/2+o0(u))
—u/2 + o(u)
~o (1—ux).

1. La fonction est continue sur [0, 1[. Le probléme de convergence de U'intégrale est donc

La fonction est donc équivalente en 1 a ﬁ Cette derniere fonction n’est pas intégrable

(c’est une intégrale de Riemann divergente), on en déduit que fol 1_df/g est divergente.

2. La fonction que I'on cherche & intégrer est continue sur [0, +oo. Il faut étudier le probléme

en +o00. Puisque In (t%) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo, il y a une forme indéterminée

et le probleme n’est pas trivial. On va faire un développement asymptotique de la fonction
au voisinage de 4+o00. Pour cela, on remarque que

t t+1
(o) - (3
t+1 t

12



On en déduit, en notant f la fonction, que, au voisinage de 400, on a

1

ﬂﬂ:1—1+-1+o<1)::>ﬂﬂ~4m2f

2t t

Par comparaison a une intégrale de Riemann divergente, f0+°° f(t)dt est divergente.

. On factorise par le terme dominant dans la racine, puis on effectue un développement limité
de (1 +u)®:

(0 + 02+ 12 = a2 (14 5 + — .
T X = xz x4 o

On effectue le développement limité jusqu’aux termes en 1/z*. Posant

1 1
U = 2 + oy
on a
u? = % + o(1/z*)
et donc

YA LY A VA SR AR B e
v 2 ozt -7 2\ 22 o4 8 x4 o\
1 1

De méme, on prouve que

2
a a 1
svV3tar=224+-4+—+o0|—= ).
3 9z 2
En soustrayant les deux développements limités, et en notant f la fonction, on obtient que,
au voisinage de 400, on a

“2 3 \8"9 )2 %\2)
On distingue alors deux cas :

1
2

et donc l'intégrale est convergente.

— Si a # 3/2, alors la fonction est équivalente a

_5_
Sx2

— 3, et donc 'intégrale est divergente.

— Si a = 3/2, la fonction est équivalente a

. La fonction f :t — e™* (1,164 = %) est clairement continue sur ]0, +oo[. Pour étudier le

probleme en 400, il suffit de remarquer que

13



au voisinage de +00, ce qui montre la convergence de 1+°° f(@)dt. En 0, on fait un déve-
loppement limité pour étudier le comportement. On a donc

1 1 1 1

l—et ¢ t—t2/2+o0(t?) t

= 1(14/21“@‘1)
= 1(1—1—;—1—0(75)—1)
%—Fo(l).

Ainsi, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1/2. Ceci achéve de prouver la
+oo
convergence de [," f(t)dt.

Exercice 17.

N . 0z . 4 1
Aprés en avoir justifié I'existence, calculer par récurrence la valeur de I,, = [, (Inxz)"dz.

La fonction z +— (lnx)™ est continue sur ]0, 1]. De plus, au voisinage de 0, on a
(Inz)" = o(1/\/x).

Par comparaison avec une intégrale de Riemann, 'intégrale est convergente en 0. On va obtenir
une formule de récurrence pour exprimer I,, en fonction de I,,_; en réalisant une intégration par
parties. Pour cela, prenons a €]0,1[. On a :

L r(lnz)nt

T

1
/ (Inz)"*dx = [z(ln x)”](ll - n/ dx
‘ )
= —a(lna)” —n/ (Inz)" 'dz.
On fait tendre a vers 0 et on obtient, puisque a(Ina)™ — 0 lorsque a — 0,

1
Iy = —n/ (Inz)" 'dx = —nl,_;.
0

Par récurrence, on prouve alors facilement que
In = (—1)”7’1/']0

Or, Iy =1, et donc I, = (—1)"nl.

14



Exercice 18.

Soit

1.
2.
3.

1.

f une fonction continue bornée sur [0, +00].

Démontrer que les intégrales f0+oo lf ng)z dz et 0+OO %

dz sont convergentes.

Démontrer qu’elles sont égales.

Application : pour n > 0, calculer f0+°o Ml% et 0+OO Wc&n.

Soit M > 0tel que |f(t)| < M pour tout ¢ € R. La fonction = — 1’1(?2 est alors continue sur

[0, +00], et elle vérifie | f(z) | <3 fw > qui est intégrable au voisinage de +oo. Ainsi, intégrale

1+x2
0+0<> 1f4(_i)2 dx converge. De méme, z — % est alors continue sur ]0, +o00[ (attention, on
n’a plus obligatoirement continuité en 0). Le probléme en +oo se traite exactement comme

précédemment, et en 0, il suffit d’observer que

|£(1/2)
Ttz =

et comme les fonctions constantes sont intégrables au voisinage de tout point, on a aussi
prouvé la convergence de 'intégrale au voisinage de 0.

. Effectuons le changement de variables © = 1/z. On trouve

/O+°° f@ 4 _/0+°° ACL) S Y /O+oo ) b

1422 1+ 5 w2 1+a2

. On applique le résultat des questions précédentes avec f(z) = Hﬁ (qui est bien continue

et bornée sur [0, +oo[). On trouve

e dz TES "
/o <1+x2><1+xn>:/o T )i sam @ =4

Mais si on effectue la somme de ces deux intégrales, on trouve :

+o0 1 n too g
24 = / Lda@:/ = __I
o (Q+22H)(1+am) o 1422 2

Ces deux intégrales sont donc égales a 7.

Exercice 19.

. Démontrer la convergence de f0+°° (arctan(z + 1) — arctan(z))dz.
. Démontrer que limx 4 fi;“ arctan(x)dr = 7.
. Calculer fol arctan(z)dz.

. Calculer f0+oo (arctan(z + 1) — arctan(z))dz

15



1. Par l'inégalité des accroissements finis, et puisque la dérivée de arctan est une fonction
décroissante sur [0, +ool, on sait que, pour tout = > 0, on a

1
1+ 22

|arctan(x + 1) — arctan(z)| < x(xz+l—2x)=

1
1+ 22
Par comparaison a une intégrale de Riemann (convergente), la fonction = +— arctan(z +
1) — arctan(x) est intégrable sur [0, +oo].

2. Soit € > 0. La fonction arctan croit vers m/2 en +oco. Il existe donc un réel A tel que, pour
tout x > A, on a

T
3 —e <arctanz <

o] 3

Mais alors, pour X > A, en intégrant cette derniere inégalité entre X et X 4+ 1, on a

- X41
==L / arctan(z)dz <
2 X

Nl

ce qui prouve bien ce que nous voulions démontrer. Une autre méthode est de remarquer
que, puisque la fonction arctan est croissante, pour tout = € [X, X + 1], on a

arctan X < arctanz < arctan(X + 1).

Par intégration, on a

X+1

arctan X < / arctan(z)dz < arctan(X + 1).
X

Mais arctan(X) — 7/2 et arctan(X + 1) — «/2 lorsque X — +oo. Par le théoréme des
gendarmes, on en déduit que [ ))(( i arctan(z)dz tend vers 7/2 également.

3. Calculons cette intégrale par intégration par parties. En effet,

1 1
/ arctan(z)dr = [xarctanx}é—/ %dw
0 o 1+=x
m 1
= Z*§[IH(1+1’2)](1)
m 1
= T “m).
1~ 3@

4. Posons, pour X >0, F(X) = fOX (arctan(z + 1) — arctan(z))dz. Alors
5% 5%
F(X) = / arctan(x + 1)dx —/ arctan(z)dx
0 0
X+1 b's
= / arctan(z)dx — / arctan(z)dz
1 0

X+1 1
= / arctan(x)dm—/ arctan(z)dz.
0

X

D’apres les questions précédentes, en faisant tendre X vers 4+oo, on en déduit que

I In2
/ (arctan(z + 1) — arctan(z))de = % + HT
0

16



Exercice 20.

Justifier la convergence et calculer la valeur des intégrales suivantes :

1 “+oo
Int
1./ ——dt 2./ te~Vidt
0 \/17_26 0
“+o0
3./ sin(t)e”*'dt, a > 0.
0

1. Au voisinage de 0, la fonction a intégrer est équivalente a In ¢, qui est une fonction intégrable
en 0. Au voisinage de 1, on a

Int t—1
Vit ‘Vi=t

La fonction se prolonge donc par continuité en 1, ce qui achéve de prouver la convergence
de l'intégrale entre 0 et 1. Pour calculer sa valeur, on réalise le changement de variables

u = +/1 —t. On trouve :

1 1
Int
/ =gt = 2/ In(1 — u?)du
o vVI-t 0

1 1
= 2/ In(1 — w)du + 2/ In(1 + w)du
0 0

- Vit

= 2/01 In(z)dz + 2/12 In(z)dx

_ 9 /0  in(z)d

= Q[xlnx—x]g
4In2 — 4.

2. Pour la convergence de 'intégrale, il suffit de remarquer que la fonction est continue sur
[0, +00[ et qu’au voisinage de +oo, elle est dominée par t% En effet, on a

12 x te~VE = 3¢V = BInt—VE _, (g op + oo.

Pour le calcul de I'intégrale, on commence par effectuer le changement de variables u = v/%.

On obtient :
+o0 +o00
/ te~Vidt = 2/ wde du.
0 0

On effectue ensuite des intégrations par parties successives :

400 too 400
/ teVigt = 2 [—u:‘e_"]o + 6/ ule "du
0 0

“+oo
= 6 [—uZefu] ;_OO + 12/ ue “du
0

+oo
= 12 [—ue*“] goo + 12/ e “du
0

= 12
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3. On remarque d’abord que |sin(t)e™%| < e=% qui est une fonction intégrable sur [0, +oo]
(car @ > 0) et donc la fonction ¢ + sin(t)e”* est elle-méme intégrable Pour calculer
I'intégrale, il suffit d’écrire que sint est la partie imaginaire de e®... Il vient

+oo
/ sin(t)e S‘sm( (- a)tdt)
0
+oo

= Sm (i— a)t:|

’L — Cl 0

1
= SQm ( )

a—1

- a2 +1°

Exercice 21.

Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I = f0+oo S“Tltdt. Pour chaque entier n, on note

I://m((%wdteu://m((%ﬂﬂdt
0 0

sint t

1. Justifier que, pour tout n > 0, I,, et J,, sont bien définis.

2. Montrer que, pour tout n > 1, I,, — I,_1 = 0. En déduire la valeur de I,,.

3. Soit ¢ : [0,7/2] — R de classe C*. Montrer, a l'aide d’une intégration par parties, que

foﬂ/Q ¢(t) sin ((2n + 1)t)dt tend vers 0.

4. Démontrer que la fonction ¢t +— % — Si:rllt
[0, 7/2].

5. En déduire que J,, — I, — 0.

se prolonge en une fonction de classe C! sur

6. Démontrer, en utilisant un changement de variables, que J,, — I.

7. En déduire la valeur de I.

sin ((2n+1
1. Pour tout n € N, la fonction ¢ — W est continue sur |0, 7/2]. Elle se prolonge par

continuité en 0 par la valeur 2n + 1. Ainsi, il n’y a pas de problémes de convergence en 0.

in ((2n+1
Le raisonnement est identique pour la fonction ¢ +— M

2. Il suffit de remarquer que Iy = 7 et que, pour tout entier n > 1, on a grace a une formule
de trigonométrie

/2
I,—I,_1= / 2 cos(2nt)dt = 0.
0

18



3. Ceci résulte d’une intégration par parties. En effet,

/2
/0 o(t)sin ((2n + 1)t)dt = .

<¢(7r/2) cos ((2n + 1)7/2) — ¢(0)

/2
—/0 @' (t) cos ((2n + 1)t)dt.>

Puisque
w/2

<[ o,
0

on en déduit bien la convergence vers zéro souhaitée.

/2
/ @' (t) cos ((2n + 1)t)dt
0

4. 11 est facile de voir que ¢(t) ~q —%, ce qui prouve que ¢ se prolonge par continuité en 0.

De plus, on a
t2 cost — sin? ¢

t2sin?t

¢'(t) =

Pour ¢ tendant vers 0, l'utilisation des développements limités prouve facilement que ¢'(t)
tend vers —1/6. Par le théoréme de prolongement d’une dérivée, ceci prouve que ¢ définit

une fonction C! sur [0, 7/2].
5. On a

/2
L,—J,= / o(t) sin ((2n + 1)t)dt,
0

avec ¢(t) = Sirllt — % D’apres les deux questions précédentes, on a bien I,, — J,, — 0.

6. Ceci vient du changement de variables v = (2n + 1)t :
2n+1)7/2 : ¢
o = / Xat - 1.
0 t

7. On a I = lim, J, =lim, I, = [y = .

Exercice 22.

Soit f : [0, +00[— R une fonction continue, et b > a > 0 deux réels.

1. On suppose que f(0) = 0. Démontrer que

bx
lim @dt =0.

=0t Jor

2. Déterminer lim,_, o+ f;; @dt si on ne suppose plus que f(0) = 0.

1. Notons, pour z > 0, e(x) = sup{|f(t)|; ¢t € [ax,bx]}. Puisque f est continue en 0 et que
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f(0) =0, alors lim,_,ge(x) = 0. Mais on peut écrire que

< 5(a) /Zw % — )l <Z> .

Ceci tend bien vers 0 si z tend vers 0.

bz
t

ax

2. Posons g(z) = f(x) — f(0). Alors d’apres la question précédente,

bz
lim / @dt =0.

=0t Jor t

Mais, puisque ffj @dt = f(0)In (£), on en déduit par linéarité que

i [ @dt = f(0)In (2) .

z—0t Jon

Exercice 23.

2

Déterminer la limite, lorsque z — 0%, de [~ sty

On sait que sint = t + t2¢(¢) ot la fonction € tend vers 0 en 0. On a donc

2 - 2z 2 2x
¢ dt
/ Slt—r;dt:/ ?+/ 5(t)dt:ln2+/ e(t)dt.

Puisque la fonction € est bornée (disons par M) au voisinage de 0, on a

2z
/ E(t)dt’ <Mz —0,

et donc la limite recherchée est In 2.

Exercice 24.

’ . T
Donner un équivalent de ;" 2224 lorsque = tend vers +oc0.

Au voisinage de +o0, ~too 37, qui est une fonction positive et dont I'intégrale diverge au
voisinage de +o00. D’apres le théoreme d’intégration des relations de comparaison, on déduit que

* arctant r
/ ————dt ~4 oo .
Lt . 2

arctant
t
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Puisque cette derniere intégrale se calcule aisément, on conclut que

* arctantdt T )
—dt ~ —Inz.
Lt T

Exercice 25.

Déterminer un équivalent simple en +o0o de fjoo ?dt.

On remarque d’abord que f1+°° et;tdt converge : en effet, la fonction ¢ — % est continue et

positive sur [1, +oo[ et lim;_ 1 oo t2§ = 0. On intégre ensuite par parties, en intégrant ¢ — e~*

et en dérivant t — % On obtient, pour = > 1,

+oo —t —t7 oo +oo —t
e e e
[P o [ [
.t t |, .t
e 7 “+oo eft
a5 - t
et et
T T (t) :
Par intégration des relations de comparaison (les fonctions sont positives et intégrables), on trouve
/+OO e—t o (/+OO e—t)
_— :+ [0} — .

+o00 €7t e~ ®
€ty S
T X

Or, au voisinage de +o0,

On en déduit que

t
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