Mathématiques spéciales le 7 Septembre 2026

Corrigé du devoir surveillé n°1

Exercice 1.

Calculer les intégrales suivantes :

) /33 1 dar b) /1 1 q
a - dx
2 (t—1)? o €% +e?

Remarque : pour la seconde intégrale, on pourra utiliser un changement de variable

a) On a :
/33 1 1 1% 1 1 31
7(1]5: —_——_—— :7—4»7:—.
, (t—1)2 t—1], 32 1 32

b) On effectue le changement de variable u = e® qui est bien licite car exp est C'! strictement
croissante sur [0,1] :

1 e e
1 1 1 1
S T W P
0 €% +e® 1 ur4u w 1w (u+1)

Or, par décomposition en éléments simples, on obtient :

111,
w(u+1) w2 u u+l
d’ou : e
1 1
I=|-=—In(u)+In(l+u)| =n(l+e)———In(2).
1

Exercice 2.

On consideére la fonction f : x — arctan(x).
1
1. (a) Donner le développement limité en 0 de x i a lordre 4.
x
(b) En déduire le développement limité en 0 de f & lordre 5
z)—x
(c) Calculer la limite suivante : lim L
-0 sin(z) — x

2. Montrer que f est une fonction concave sur Ry et convexe sur R_

3. En déduire I'inégalité suivante, pour tout z € [0,1] :

T 3
*Iéf(x)SZ(I*

4 )+

T
6

Sl



1
1. (a) Ona Tr2 = 1 — 22 + 2* + o(z*) au voisinage de 0.

(b) On sait que, pour tout réel z, f'(z) = 1522 donc en intégrant le DL précédent, on
x

obtient, au voisinage de 0 :

o1 z3 2P
— f(0) = ——dt=x— — + — %).
1@ =10 = [ gt ==+ % +o6")
Sachant que f(0) =0, on a donc :
x> 2b
flx)=2— £l + = + o(z®).
(c) pour x au voisinage de 0, d’aprés ce qui précede, on a f(z) —z = —%3 + o(23) et on
sait que sin(z) —x = f% + o(x?).
Ainsi : s
J@-z  T5 _,
sin(z) — x -z
flz)—=x 1

Il en résulte que lim ———— = —.
que 5o sin(z) —xz 2

2. La fonction f est C*° sur R et pour tout z € R, on a :

2z

f(z) = A+ 2)e

Donc f” est positive sur R_ et négative sur Ry, d’ou le résultat.

3. Comme f est concave sur R, son graphe est au dessus de ses cordes et en dessous de ses
tangentes.
En particulier, il est au dessus de la corde entre les points d’abscisses 0 et 7/4 qui est
d’équation Tz (car f(0) =0 et f(1) = m/4); et il est en dessous de sa tangente en % qui
est d’équation
3 1

yZE(fU—%)‘F

il
6

car f’(%) =3/4 et f(%) =7/6.
Exercice 3.

Montrer que, pour tous n € N* et ay,...,a, € R},

La fonction f : x + y/x sur R est concave car elle est deux fois dérivable sur cet intervalle et
pour tout x € R* | () = —ﬁ < 0. Ainsi, d’apres I'inégalité de Jensen, on a, pour n € N*,



ai, .. ERL et Ay =... =\, = % (et donc de somme égale & 1) :

f (Z Aﬂi) > Z Aif(ai).
i=1 i=1

Probléme 1. Propriété de la série harmonique alternée

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

n (_1)k+1 1 1 (_1)n+1
An = -~ 7  =1-= — — e ~ 7
/; k 2 + 3 + n

L’objectif de ce probléme est d’obtenir des informations sur la suite (An)n>1. Plus précisé-
ment, nous allons calculer la limite de cette suite puis nous en déterminerons un développement
asymptotique a deux termes.

Aucun prérequis sur les séries numériques n’est nécessaire.

On introduit la suite d’intégrales (I,,),, oy définie par :

n

1
Vn e N, In:/ T dx
o 1+=z

Premiére partie : étude de la suite (/)

neN
1. Calculer les intégrales Iy, I7 et Is.

2. (a) Etudier les variations de la suite (I,),,cy-
(b) Justifier que la suite (1), oy est convergente.

3. Montrer que :

1
N N, In+Iz1=——
n € NN, + +1 TL—|—1

Quelle est la limite de (I,),,cy ?



1

4. En utilisant ce qui précede, montrer que : I, ~ —
n—+oo 2N

Deuxiéme partie : étude de la suite (A,),,

5. (a) Montrer que : ¥n € N*, A, =In(2) + (-1)""'1,
Indication : on pourra éventuellement procéder par récurrence.

(b) Conclure quant a la limite de la suite (4;,),,5;-

Dans la suite du probléme, on veut préciser cette convergence en calculant un développement
asymptotique de la suite.

6. En utilisant une intégration par parties, montrer que :

1 1 [t oant!
VneN, I,= d
nES 2n+2+n+1/0 TS e

Pour tout n € N, on pose J,, = 01 ﬁ dx.

7. En utilisant un encadrement judicieux de la fonction dans l'intégrale, montrer que :

1

VneN, 0<J,<

8. Montrer que :

1 B 1 Lo 1
o + 2 notoo 2n n2

9. Conclure que :

Premiére partie : étude de la suite (1),

1. On a:
1
dx
Iy = /0 5z [In(1 + 2)]§ = In(2)
et :
1 1
I:/ x dx:/ 1-— L dz = [z —In(1+2z)]; =1 —In(2)
! 0 1+x 0 1+x e
De plus ! :
2 _
X :X(X+1) (X+1)+1:X—1+ 1
X+1 X+1 X+1



Ainsi :

I, = V;—z+ln(1+x)]1:1n(2)_l

2. (a) Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale, on a :

1 n+1 n 1 n( _1)
xr x xr (T
nH /0 <1+:1: l—i—x) . /0 1+ v

Pour tout z € [0,1], on a % >0etz—1<0donc mnfigl) < 0. Par positivité de 'intégrale, on

a donc I,,+1 — I, < 0. Ainsi :

la suite (/,,),cy est décroissante

(b) Pour tout n € N, on a I,, > 0 par positivité de I'intégrale car :

xn

Vz € [0,1], 12

>0

La suite (I,,),,cy est donc décroissante et minorée par 0; le théoreme de la limite monotone nous
permet donc de conclure que :

la suite (I,,),cy est convergente

3. Soitn e N. On a:

1 n n+1 1 n+171
X X X
I, +Tpe1 = dz = " dy =
g /o<1+w+1+x> ! /ox ! [n"‘l]o

1
n+1

On sait que la suite (In)neN est convergente. Notons ¢ € R sa limite. Alors I,,11 —+> £. De
n——+0oo
1

n+1
obtenue, on obtient 2¢ = 0, c’est-a-dire £ = 0. Ainsi :

donc :

Vn S N, In =+ In+l =

plus —+> 0. En faisant tendre n vers +oco dans la relation de récurrence précédemment
n——+0oo

lim I,=0

n——4oo

4. Soit n € N*. La suite (Iy),cy est décroissante donc 1,1 < I, < I,—1 donc :

In + In+1 < 2In et In—l + In P QIn
En utilisant 1’égalité obtenue a la question 2., ces deux inégalités se réécrivent :

1 1 1 1
<2y < ———  Clest-a-di <I, <>
nt 1 m—1)+1 M 9 mn

Comme on déduit du théoreme des gendarmes pour les équivalents que :

1 o L
2n+2 n——+oo 2n’
1

I -

~Y
" notoo 2n



Deuxiéme partie : étude de la suite (4,),.,

5. (a) On utilise un raisonnement par récurrence.
* On a A7 =1 et (en utilisant la question 1.) :
n(2) + (1)L =In(2) + (1 -In(2)) =1 = A,

L’égalité est donc vérifiée pour n = 1.
x Soit n € N*. On suppose que A, = In(2) + (=1)"T1I,. Montrons que :

An+l = 111(2) + (_1)71+2[n+1

On a (en utilisant la relation de Chasles pour les sommes et 'hypothése de récurrence) :

n+l k41 n k+1 n+2 n+2
(=1 (=1 (=1 (=1
A= St = =In(2) + (-1, + ——
=A
D’apres la question 3., on a [, = %ﬂ — I, 41 donc :
1 (_1)n+1
Api1 =1n(2 —1)*tt -1, -
=@ + ()" (g~ fn ) - S5
= In(2) — (=)™ Loy
=In(2) + (=1)"*2L,, 4
L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.
Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :
Vn € N*, A, =1In(2) + (-1)"*"'1I,
(b) La suite (Iy,),,cy converge vers 0 et la suite ((—1)"), oy est bornée donc (—1)"*+'1, %
n—-+0o

La relation obtenue a la question précédente entraine que :
la suite (Ay),,, est convergente de limite In(2)
6. Soit n € N. Posons :

u'(z) =2  v(x)= —JI
g+t / 1
’U,(QS) = Tgx YV (I‘) = T 1)

Les fonctions u et v sont de classe ¢ sur [0,1] donc, par intégration par parties, on a :

I:[<+n<1+>}‘/‘<+n<l+>d

1 1 1 gntl
- d
2(n—|—1)+n—|—1/0 A+raz2 "

Ainsi :

1 1 1 gntl
vneN, I,= d
" 2n+2+n+1/0 1+z)2 "



7. Soient n € N et x € [0,1]. Il est clair que (1+2)? > 1 donc (par décroissance de la fonction
ﬁ < 1. Comme 2™+! > 0, on obtient 0 < 2~y < z"+1. Par

ey
(positivité et) croissance de 'intégrale, on obtient :

1 ntl 1 1 g2l .
0< / Y dz é/ 2"l dz  on / 2"t dg = [ } =
o (1+2) 0 0 n+2], n+2

On a donc bien :

inverse sur R* , on a 0 <

1
VneN, 0<J,<
n+2
8. Soit n € N*. On a :
1 1| |2n—(2n+2)| 1 1
2n+2 2n| | 2n(2n+2) | n(@2n+2) " n?

car n(2n + 2) = 2n? + 2n > n?. Ainsi :

1 1 4O 1
2n + 2 n—+oo 2n n?
9. Soit n € N*. On utilisant successivement les questions 5.(a) et 6 ., on a :

1 I 1
2n+2 n—+1

(71)n+1 (71)n+1(]

A, = 1n(2 =)t -
n(2)+ (1) < Mm+2 | ntl

Jn) =In(2) +

D’apres la question 7., on a :

(—1)nt+L 1 1 1
n+1 n+1 (n+1)(n+2) = n?
donc (7113:?1 In et O () et, d’apres la question 8.

2n + 2 S 2n n?

N (1)

car la suite ((—1)"+1)n cn ©st bornée. On obtient bien le développement asymptotique annoncé :

k =63
k=1

1. 1l s’agit de décomposer en éléments simples une fraction rationnelle.



