Mathématiques spéciales le 17 Novembre 2025

Corrigé du devoir surveillé n°4

Exercice 1.

0o 2 -1
Soit A=1[-1 3 -1
-4 8 -3
1. Calculer A%+ A puis en déduire un polyndme annulateur de A. Est-ce le polynome minimal
de A?

2. Montrer que A est inversible en exhibant son inverse.

3. Calculer A™ pour n € N*.

1. Ona A%+ A = 215 donc A2+ A—2I3 = 03 d’oit P = X2+ X —2 est un polyndme annulateur
de A. Comme A n’est pas de la forme al3, aucun polynéme de degré 1 n’annule A d’ou
deg(ma) > 2. Or m4|P et w4 et P sont unitaire donc w4 = P.

2. On pose B = (A + I3). Alors on a :
1, 1

donc A est inversible et A™! = B = (A + I3).

3. Soit n € N. On effectue la division euclidienne de X" par 74 = X2+ X -2 = (X —1)(X+2):
il existe @, R € R[X] tels que deg(R) < deg(ma) = 2. Ainsi, il existe ay,b, € R tels que
R=a,X +0b,.

De plus, on a, en evaluant 1’égalité X" =714Q + Ren 1 et —2:

1=a,+b, L 1-(=2)")
(=2)" = —2a, + by by = L2+ (=2)")

Wl o=
—

Ainsi, on a :

(1T=(=2)")A+ 2+ (=2)")) .

A" = R(A) = apA + b, I3 = %

Exercice 2.

Soit E = C([0,1],R) et ¢ : E — R définie, pour f € E, par :



Sur E, on consideére les normes suivantes :

1
[ Mloo: f=([flloe = sup [f(®)| et [|-|lx:f—I[fll =/ | f(t)]dt.
te[0,1] 0

Onnote F ={f e E| f(1) =0}.

1. Montrer que ¢ est une application linéaire.

2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

3. (a) Montrer que la fonction ¢ est continue sur F muni de || - || et calculer sa norme
subordonnée aux normes || - ||o sur E et |- | sur R.
(b) Montrer que F' est fermé dans F muni de || - ||oo-
4. (a) Montrer que la fonction ¢ n’est pas continue sur F muni de || - ||1.
(b) Mountrer que F' n’est pas fermé dans E muni de || - ||1.
1. Soit f,ge Fet A,y € R. On a :

[\

&

OAf +pg) = (Af + pg)(1) = Af(1) + pg(1) = Ap(f) + pp(g).

Par suite, ¢ est une application linéaire.

. On a F = Ker(p), donc F est un sous-espace vectoriel de E' comme noyau d’une application
linéaire d’espace de départ E.

(a)

Pour tout f € E, on a :

(A = 1FI <[ fllo

Donc ¢ est continue sur E muni de || - || oo- Ainsi, ||f|| existe et on a || f]]| < 1.
De plus, on remarque que ¢(1) =1 ot 1 est la fonction constante en 1 (qui appartient
bien & E); et donc ||f|| = 1.

On a F = Ker(¢) = f~1({0}) donc F est un fermé de E muni de || - ||oo comme image
réciproque d’un fermé par une application continue.

On considére la suite (f,,)nen & valeurs dans E telle que, pour n € N, f,, :  — 2™. On

a:
1
Ifalls g nr+oo
donc ¢ n’est pas continue sur E muni de la norme || - ||1.

On considére la suite (g, )nen & valeurs dans F telle que, pour n € N, g, : x — 1 —a™.
On a :

1
1
—1}; = 2"dr = ——0
lon =10 = | e
Donc la suite (gn)nen & valeurs dans F' converge vers la fonction constante en 1 qui
n’appartient pas & F. Ainsi, d’aprés (la contraposée) de la caractérisation séquentielle
des fermés, F' n’est pas fermé dans E muni de | - ||1.



Probléme 1. E3A 2006

Notations

Soit a,b € R avec a <0 < b. On note I = [a, b].
CO(I) désigne I’espace vectoriel réel des fonctions continues de I dans R ; C1(I) I’espace vectoriel
réel des fonctions de classe C! de I et on note, pour f € C°(I) :

11l = suplf@)] £l = / F®)ldE et [[f]l2 = / (1) 2.

Partie I

1. Soit f dans C°(I) et ¢ un réel strictement positif. On considére ’équation différentielle :
(B) v +ey=f

Résoudre I’équation différentielle homogene associée a (F) puis vérifier que la fonction
notée o(f), dérivable sur I, définie par :

Voe I p(f)w) = [ e,
0
est solution de (E) et que ¢(f)(0) = 0.
On admettra que o(f) est U'unique solution de (E) qui s’annule en 0.

2. Exprimer (o(f))’ en fonction de f et ¢(f) et démontrer que ¢(f) est de classe C! sur I.
3. Calculer o(f) pour :

a. fit—e

b. f:t— K ou K est un réel.

c. f:twt on pourra penser a effectuer une intégration par parties.
4. Prouver que I'application ¢ : f — o(f) est linéaire sur C°(I).

Partie I1

1. Démontrer qu’il existe des réels positifs M7 et Ms tels que :

Ve o), Il < Mifll2 < Ma| f]loo-
2. Démontrer qu’il existe un réel positif My tel que :

Vf e Co), le(f)lleo < Mollflloc-

3. Démontrer qu’il existe un réel A positif tel que :

vf e C%I)Va € I, |o(f) ()] < Al fs.
4. Démontrer qu’il existe un réel B positif tel que :

Vf e CUI)Va € I |p(f) ()] < Bl|fll2.

En déduire :
K e RY,Vf € C°(D), [le(f)l2 < K| f]l2-

5. L’application ¢ de C%([a, b]) dans lui-méme est-elle continue

a. lorsque C°([a,b]) est muni de la norme || - || ?
b. lorsque C°([a,b]) est muni de la norme || - |1 ?
c. lorsque C%([a, b]) est muni de la norme || - [|5 ?



/ _
. Le probleme de Cauchy { yy—é_Ogy—_Of , associé a une équation différentielle linéaire scalaire

d’ordre 1 résolue en 3/, a coefficients continus sur I, admet une solution unique sur I qu’on
peut calculer, par exemple, par la méthode de variation de la constante.

On peut aussi remarquer que g : ¢ — @(f)(x).e“* est dérivable sur I et que

Vz €1, g'(x) = e (co(f)(z) + (f) () = e f(z).

Comme ¢g(0) =0: Ve eI, g(x) = / e f(t) dt; ce qui montre la formule annoncée.
0

. @(f) = f — cp(f) est continue, donc ¢(f) est de classe C! sur I.
(a) On a, pour tout z € I :

(b) On a, pour tout z € I :

r K K
(P(f)(x) _ e—cr/ K@Ctdt — e—cmi(ecx _ 1) _ 7(1 _ e—cz).
0 c c
(¢) On a, pour tout x € I :
_ pCw tCtdt _ o CT 67_7 cx_l — _ = —,—cT
oN@=e [teta =@ - G ) = J@ L e )

=t J5 <t

. La linéarité découle de la formule du Il et de la linéarité de l'intégrale. On peut aussi la
démontrer a ’aide du principe de superposition.

Partie 11

1. Vuen cours : Vf € CO(D), ||fll1 < Vb —allfll2 et [fllz < Vb —alflloo-

. Soit x € I. .
@ < e [ el @ < e [Tt Sl = 1= Il <
max(|1 — e, |1 — e~| 1 l]eo-
Donc [lp(f) oo < 2 =Ly

@) < e [ el < e [ ol a0 [ o) a

S Vi

Par intégration, on en déduit que ||o(f)|1 < (b — ).~ || f||.

. En combinant les questions II 1 et 4, on obtient |o(f)(z)| < Vb — a e~ || f]|2.

On en déduit que [|o(f)]l2 < Vb —a.vb —a e~ || f|l2.

. Comme ¢ est une application linéaire, les inégalités établies aux questions 2, 3 et 4 assurent

que Papplication ¢ de C°([a,b]) dans lui-méme est continue lorsque C°([a, b]) est muni de
la norme || - ||oo, de la norme || - ||; ou de la norme || - ||2.



Probléme 2.

Soit n € N* et K = R ou C. On considére l'algébre E = M,,(K) des matrices carrées d’ordre n

a coefficients dans K qu’on munit de la norme || - ||oc oU, pour M = (m; ;)1<ij<n € E :
1M]loo = max (Jmi;1).
1. La norme || - | est-elle une norme d’algébre ?

1. Sous-algebres des matrices triangulaires supérieures

On note 7, (K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n triangulaires supérieures i.e.
T (K) = {M = (mij)i<ij<n € E|Vi,j € [Lin], i <j = my;=0}.
2. Montrer que 7,7 (K) est une sous-algebre de F.
Pour M = (m; j)i<i j<n € E et i,j € [1,n], on note :
i (M) = mi
3. (a) Montrer que, pour tous i,j € [1,n], ¢; ; est une forme linéaire.

(b) Montrer que, pour tous ¢,j € [1,n], ¢; ; est continue de (E, || - ||oo) dans (K, |- |) et
calculer sa norme subordonnée (pour la norme || - || au départ et | - | a Parrivée).

(c) Montrer que 7,7 (K) est un fermé de (E, || - ||oo). Est-il compact dans (E, || - ||oo) 7

2. Une application linéaire de FE dans F
On considere 'application f : £ — E définie, pour M € E, par :

F(M) = M — Tr(M)I,.

4. Montrer que f appartient a l'algebre £(E).

5. Déterminer le polynéme minimal de f.

6. Montrer que f continue de (E,|| - ||co) dans lui-méme et calculer sa norme subordonnée
(pour la norme || - || au départ et & larrivée).
1. Sin =1, il s’agit d’une norme d’algebre car || - [loo = | - |.

Si n > 2, non, ce n’est pas une norme d’algebre car, pour J = (1)1<; j<n, on a || J|o =1
et J2 =nJ; ainsi :

17 % Tlloo = 17%llo0 = 2l Tloe > 1 = [|Tlloo- |7l oo-

1. Sous-algebres des matrices triangulaires supérieures
2. Soit M = (mi;)1<i,j<n, N = (Rij)1<ij<n € T (K) et A€ K.
— Les matrices 0, et I, sont triangulaires supérieures donc appartiennent & 7, (K).

— On note A =AM + N et a; ; les coefficients de A. On a, pour tous Vi,j € [1,n] avec
1< 7, m; ;= 0= n; j car M,N e 7;;’_(K) et donc :

Qi 5 = )\mi,j +ni; = 0



dott A € T+ (K).

— Onnote B = MN et b; ; les coefficients de B. On a, pour tous Vi, j € [1,n] aveci < j,
m;; =0=n;; car M,N € T, (K) et donc :

n
bij = E M Mk,
k=1

7 n
= E mi k Nk, j + E Mk Nk, j
k=1 ~- —~

=0 @mp iy ol

0+0=0.

=0 car i<k

b

%]
dott B € T+ (K).
Il en résulte que 7,7 (K) est une sous-algebre de E.
3. (a) Soit 4,5 € [1,n]. On a, pour tous M = (m; j)1<ij<n, N = (ni;)1<ij<n € Eet A€ K:
gDi’j(AM I N) = )\mi’j I Ng; = A@z,j(M) + LPZJ(N)
Par suite, ¢; ; est une forme linéaire.
(b) Soit 4,5 € [1,n]. Pour tout M = (m; ;)i<ij<n € E,ona:
|3, (M)] = [mi ] < [[M]|co-
Par suite, ¢; ; est continue de (E, || - |) dans (K, || - ||) et on a ||, ;]| < 1.
De plus, pour M = (1)1<; j<n, On & :
|00 (M)] =1 = || M]co-
Il en résulte que |¢: ;|| = 1.
(¢) On a
T = [ {0}

1<i<j<n

donc 7,1 (K) est fermé dans E muni de la norme infinie comme intersection d’images
réciproques d’un fermé (un singleton) par des applications continues.

De plus, 7,7 (K) n’est pas compact dans (E, | - |le) car 7,7 (K) n’est pas borné dans
(E,| - |ls) : en effet, pour tout entier n, nl,, € 7, (K) et on a

Inp]co = n ——— Fo00.
n—+oo

2. Une application linéaire de F dans F

4. Montrons que f est linéaire de E dans E. Soit M = (m; j)i<ij<n, N = (Nij)1<ij<n € E
et A € K. On a, par linéarité de la trace :

FOM +N) = (AM + N)—Tr(AM + N)1I,

= AM + N — (A\Tx(M) + Te(N))I,

= AM - Te(M)I,) + (N — Te(N)I,,)
FAM +N) = XM(M)+ f(N).

Par suite, f € L(E).



. Pour M = (m; j)i<i j<n € E, on a, par linéarité de f :

M) = f(M—Te(M)I,)
= f(M)—Te(M)f(Iy)
= M —Te(M)I, — Te(M)(I, — Tx(I,) I,)

——

= M-(2-n)Te(M)I, :
= 2-n)(M-Tr(M)I,,) + (n—1)M
M) = (2-n)f(M)+(n—1)M.

Par suite,
fP=@2-n)f+(n-1)ldg
et donc X2+ (n—2)X —(n—1) = (X —1)(X + (n—1)) est un polynéme annulateur de f.
— Sin =1, f =0 donc son polynéme minimal est X.
— Supposons n > 2. On a (f — Idg)(l,) = —nl, # 0, d'ot X — 1 n’est pas annulateur
de fet (f+ (n—1DIdg)(E11) = nE1; # 0, dott (X + (n — 1)) n’est pas annulateur
de f.
Ainsi, 1 = X2+ (n—-2)X —(n—1)= (X — 1)(X + (n—1)).

. Soit M = (m; j)i<ij<n € E. On note a; ; les coefficients de f(M) = M — Tr(M)I,. Alors
on a, pour %,j € [1,n] :

a; .. .
hj = E My Slt=]
k:ﬁi

donc |a; ;| < (n = 1)[|M]|oo-
Par suite, on a :
IF(M)]lo = Il(ai,)lle0 < (7 = D[ M]|oo-
Ainsi, f est continue de (E, | - ||oo) dans lui-méme et on a ||f|| < n —1.
De plus, on a :
If(In)lleo = [[(1 = n)Inlloo = m = 1,
done [|fll =n — 1.



