Mathématiques spéciales le 29 Septembre 2025

Corrigé du devoir surveillé n°2

Exercice 1. CCP PC 2016

Pour n € N et k € [0,n], on note py ,,(X) le polynéme (Z) Xk(1 — X)"* si bien que :

n e n! e

On note Ay, Ay et Ay les trois éléments de R? définis par Ag = (0,1), 4; = (1,1) et A = (1,0).

On note T I'ensemble défini par T = {(z,y) € [0,1]? |z +y > 1}.
Pour tout ¢ € [0, 1], on remarque que po1(t) =1 —t et p1,1(¢) = t. On note alors :
A(t) = poa(t)Ao +p1a(t)Ar,  B(t) =po,1(t) A1 + p1,1(t) Az et
C(t) = por(H)A(L) + pra () B(?).

1. Soit ¢ € [0, 1].
1.a) Déterminer Iexpression de pg 2(t), p1,2(t) et pe 2(t) en fonction de ¢.
1.b) Déterminer les coordonnées de A(t), B(t) et vérifier que C(t) = (2t — 2,1 — t2).
1.c) Montrer que C(t Zpk 2

2.) Montrer que 7T est une partie convexe de R2.

3.) On consideére la fonction f: [0,1] — R? . Montrer que Im(f) C 7.
t = C)

1. Soit ¢ € [0,1].

1.a) [po2(t) = (0 1 —-1)2=(1-1)2] p1a(t) = (?)tl(l -t =2t(1-1)|, et,

|B(t) = (1-)As +tdy = (1,1 - 1) | et

1.b) [A(t) = (1 - )Ap + A = (1,1)
(C(t) = (1-)A(D) +tB(1) = (2t — 2,1 - 17) |

2
1.c) On a alors, Zp;“g(t)Ak =(1—t)%4p+2t(1 —t)A; + 124y = (2t — 12,1 —t?) = C(2).
k=0

2.) Soit (A, B) € T2, soit A € [0,1], posons C' = AA + (1 — \)B, alors, A = (x,y), B = (2/,y')



avec (z,y,2',y") €[0,1]* et x+y>1, 2" +¢ > 1.

Ainsi, C = Az + (1 = N2, 2y + (1 — Ny') et 0 < )\x—l—(l—)\) < )\+1—)\ =1
car = et y sont entre 0 et 1, de méme, 0 < Ay + (1 — N\)y/
At (L= + Ay + (1 =Ny =AMz +y) + (1 - N +y
et ' +y' > 1.

En conclusion, ‘ T est donc une partie convexe de R? ‘

3.) Soitt €[0,1],C(t) = (2t—t3,1—t?) €[0,1]? car t € [0 1] done, t? € [0,1] = 1—t? € [0,1].
La fonction f : t — 2t — t?, est dérivable sur [0,1], et, f'(t) = 2 — 2t = 2(1 —t) > 0 sur
[0,1], or, f(0) =0et f(1) =1, donc, V¢ € [0,1], f(¥) € [0 ]

De plus, 2t —t2 + 1 — 2 = 1+2t(1—t) > 1, car t(1 —t)
Ainsi, ‘tous les points de Im(f) sont dans T ‘

[1
—t)>0

Probléme 1.

+oo
Le but de ce probléme est de calculer la valeur de I = / exp (—acQ) dz (sous réserve d’exis-
0

tence!).
1. Existence de 1.

—+o0
(a) Montrer que 'intégrale généralisée / exp (—x2) dz est convergente.
1

+oo
(b) En déduire que 'intégrale généralisée I = / exp (—x2) dz est convergente.
0
2. (a) Montrer que : Vz €] — 1, +oo[, In(1+z) <z

(b) i. En déduire que :

2

Vn € N*, Vt € [0,v/n], (1—2) < exp (—t?)

ii. Montrer que :

2\ "
Vn € N*, Vt € [0,/n], exp(—t*) < (1 + n)

(c) Soit n € N*, on définit les suites (un),>, et (In),>; par :
Vvn +2 n Vn
Vn>1, u,= / (1 — > dt et I,= exp (—tz) dt
0 n 0

On définit également la suite d’intégrales généralisées (v,,), -, par :

+oo t2 -n
VnZl,vn:/ <1—|—> dt
0 n

On notera que l'intervalle d’intégration des suites (v,,),,~; n’est pas le méme que celui
des suites (up),,~; €t (In),>1- B

i. Justifier la convergence des intégrales généralisées v, pour tout n € N*.



ii. Montrer que :

VneN, wu,<I,

iii. Montrer que :

vn 2\ 7"
Vn € N*, Ing/ <1+) dt
0 n

En déduire que :

VTL E N*7un § In S UTL

3. On pose pour tout n € N*, a,, = jgr/Z cos™ x dx. On admet le résultat : a,, o T
o0

(a) A Paide du changement de variable t = ¢y (z) = /n x sinz, exprimer u,, en fonction
de a2n+1-

(b) A l'aide du changement de variable t = @y(2) = \/n X tanz, montrer que :
V> 1, vy = VN X agp_2

1

Indication : on rappelle la relation cos?t = Tt

+oo
(¢) En déduire la valeur de I = / exp (—2”) dz.
0

1. (a) La fonction f : z + exp(—2?) est continue et positive sur [1,+oc[. Par ailleurs, en

+oo
+00, f(x) = o(1/2?) (croissance comparée). Or / — dx converge (Riemann), donc
JAW) = AL ) .z

+oo
par comparaison / exp(—2?)dx converge.
1

1
(b) L’intégrale / exp(—2®)dr converge car x +  exp(—x?) est continue
0 -
sur le segment [0,1]. Puisque / exp(—2?)dxr converge, il suite que
1

+oo
= / exp(—x?)dz converge.
0

2. (a) Il suffit d’étudier la fonction z — In(1 + z) — x sur | — 1, +o0].
(b) i Soit n € N* et t € [0,+/n], alors f% €] — 1,+o0[ donc en appliquant I'inégalité

précédente :
t2 t2
In (1 — ) < ——
n n

t? t?
On compose par exp (croissante) : (1 - ) < exp (—) Puis on passe a la
n n



puissance n (croissante sur [0, +00[) :
2\" 5
1-— < —t

L’inégalité est aussi vraie pour t = y/n.

ii. Soit n € N* et ¢t € [0,+/n], alors

2 tz - t2 " 2
exp (—t?) < I+ —) = (1+— < exp (%)

Cette derniere inégalité étant vraie en utilisant le méme raisonnement qu’a la
question précédente.

2\ "
i. Soit n € N*. La fonction ¢t — <1 + > est continue sur [0, +-oo[. Par ailleurs,
n

pour tout £ > 0,

<1+t2)_n ! <1
n)o (4" T+ %)
1 n

1+ 7

n

De plus, en +00 : Or ¢t — 5 est intégrable en +oo (Riemann) donc

400 1
par équivalence, / Wdt converge, puis par comparaison, v, converge.
0

ii. 11 suffit d’utiliser la question 16 b)i) et la croissance de lintégrale, en intégrant
sur [0, /n].

iii. 11 suffit d’utiliser la question 16 b)ii) et la croissance de I'intégrale, en intégrant
2 —n

sur [0, /n]. La fonction ¢ (1 + > étant positive, on a

n

vn t2 -n +oo t2 -n
/ (1+) dtg/ <1+> dt = v,.
0 n 0 n

Il vient donc bien : Vn € N*, u,, < I, < v,

On pose t = y/nsin(x), alors dt = y/ncos(x)dr et t =0 =0,t=/n<z=m7/2.
Donc :

v t2 " /2 n /2
w= | (1_n) ar= [ (st Viacos(ands = Vi [ cos? @)
0 0 0

Finalement, u, = v/nasni1.

On pose t = y/ntan(x), alors dt = \/ﬁ@daj ett=0cx=0,t=+00 & x=m/2
Donc :

400 2 n /2 1 -n 1 /2
Up = / 1+ — | dt= / — Vn—s——dz = \/ﬁ/ cos®™ 2 (z)dx
0 —n 0 cos?(x) cos?(x) 0

Finalement, v,, = \/nag,_s.



(c) A Taide du résultat admis et de la question 17.a) u, ~ /n, /m ~ \/TE De

meéme, v, ~ -5 En particulier,

N

11 suit donc du théoréme d’encadrement et de la question 16.c)iii) que : I,, — 5

Par ailleurs, puisque I converge, on a aussi I, — I. L’unicité de la limite entraine

alors que :
1= YT
2
Exercice 2. F3A4 2015
. @ sinz )
1. Montrer que l'intégrale - dz existe. On admet alors que :
0
/ hns, T
1] I 2

2. (a) Montrer que pour tout o strictement positif et pour tout x réel, 'application
1— msatf

3 ~i pst prolongeable par continuité en 0.

t—

. N l—cosat _.. . .
b) Montrer que : ¥Ya > 0, Vz € R, 'application t SO it ging prolon, est
12

intégrable sur R.

3. On note, Va >0 ,¥Yz € R

+o ] _
I =f 1-cosat —itagy,

(a) Montrer que I est réelle.

. +% cos Bx
(b) Soit A > 0et B > 0. On admet I'existence de I'intégrale —7 4z
A
Montrer que :
*’""cmfmdm= cos AB B +""°sintdt_
A x A ap ¢t

%] —cos Bx

p dx pour B > 0 puis pour B quelconque

() En déduire le caleul da 'ntégrale f
0

(d) En déduire le calcul de l'intégrale I .



1.

2.

Sur ]0,1] On a lim
—_— T—0

sinx

La fonction x est continue sur ]0, +oo].

sinx
=1

T
sin x

donc la fonction x — est prolongeable par continuité en 0

Lsing

dx

donc intégrable sur [0, 1] d’ou lexistence de /
0o T

Sur [1,+oo[ Soit A > 1

On effectue une intégration par parties avec des fonctions de classe C! sur le segment [1, A] :

A . A A A
- A
On obtient(l):/ Smxdx: { cosx} 7/ +Cosxdl’:COS(1)7COS 7/ cosxdz
1 1 J1 1

% x 9:2 A ;2
cos A
Or i =0 (2
s A%HJIrloo A ( )
, cos .
et la fonction 2 — ——— est continue sur [1, +oof
x
Ccos T 1
et Vo € [1, 00|, ‘ < —
[L,+ool, || =

1
Or la fonction x — — est intégrable sur [1, +oo[ car 2 > 1
2

c N q ang COST Q2
Par comparaison & une fonction positive = 5— est intégrable sur [1,4o00[
T
“+ o0
. . cos T
d’otu 'existence de/ 5 dz
1 X

sin x

dx

+oo
Par passage a la limite dans (1) (avec (2)) on obtient 'existence de /
1 x

+oo n
En conclusion | L’intégrale / —— dxz existe
1 X

(a) Quand t — 0, on a at — 0

2,2
donc cos(at) = 1 — 5= + w(t?)
2,2 2,2
ainsi 1 — cos(at) = &5 + w(t?) ~ %5 car a # 0
1 — cos(at
donc — ( )e_Lm ~ 0‘21221
1- t 2
done lim =260 iz _ O
t—0 t2 2
; . 1 —cos(at) _, L
donc | 'application t — Te “'% est prolongeable par continuité en 0
, o 1—cos(at) _,,. . . i .
(b) L’application ¢ — Te ‘T ainsi prolongée est continue sur R.
1 — cos(at 1 cos(at 2
Sur [1,+o00[ on a pour ¢ > 1, %e*m < wkﬂt” < 7
. e . 1 —cos(at) _,
Comme en 1., on obtient I'intégrabilité de ¢ — —F YT gur [1, +oof
1 — cos(at
Sur | — oo, —1] de fagon analogue t — %e’”z est intégrable sur | — oo, —1]
1 — cos(at)

Le prolongement par continuité de t +— 4% est intégrable sur R

12




3.

(a)

OnaleC.
= teo /1 —cos(at) oo 1 — cos(at)
S e P E
t2 t2
On effectue le changement de variable affine u = —t; —du = dt (C! , bijectif, stricte-
ment décroissante)

- 1 —cos(— oo~ t
ainsi I = —/ Meﬂw du = / Meﬂm dt=1

— 00 — 00

o (—up? o B
Ce qui prouve que | I est réelle
On effectue un changement de variable affine t = Bz ; % = dx a partir d’une intégrale
convergente
Ainsi / o Ls(fx) de = / " Beos(t) CZS“) g / el o
A x AB t B ap 12

On effectue ensuite une intégration par parties (sous réserves d’existences) avec des
fonctions de classe C'*

+oo t——+oo +o0 o

B t t

ainsi / cosBa) 4, _ p [_COSU} 5 / Fsin(t)
A T t li—aB AB t

Comme l'intégrale de gauche existe bien ainsi que l’expression entre crochets

+o0o . 3 +oo L:
/ cos(Bx) do — cos(AB) B/ sin(t) &
A z? A AB

on peut conclure a ’existence

On suppose B > 0.

+o00 1 1 T—+00 1
SoitA>0.0na/ de:{—] = —
A B x|, A
+00 400 o:
1-— B 1— AB t
donc / 7602( 2) dr = 7&8( ) + B/ sin(?) dt
1— AB
Par un calcul asymptotique comme en 2(a), on a }limo % =0
—
+oo ;
sin (¢
a l'aide de 1 on a lim sin(?) dt =2
u—0 [, t 2
+oo
1-— B
et donc par passage a la limite on obtient / M dr = Bg
0 X
—+oo +oo
1-— B 1-— -B
i< ona [ 1B g, [TRIZO R0 g, _pT
0 z 0 g 2
+oo
1— B
siB:O,ona/ dezo
0 x
+oo
1— B B
donc | dans le cas général on a / COZ( %) dz = | Bl
0 X 2
+o0o
1-— t
Comme [ est réelle, on a I = Re(I) = / % cos(tx) dt
— 0o
+° cos(tx) — cos(tx) cos(at)

dt

puis par parité I = 2 / 5
68 t

En utilisant la formule 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b)
t°° 2 cos(tx) — cos(t(x + ) — cos(t(x — )
2

+oo 1 _
Pour utiliser : VB € R, / 1+S(Bt) dt = @
0

dt

on obtient I = /

— 00



o berit T — /+oo (1 —cos(t(z +a))) + (1 — co2s(t(:z: —a))) — 2(1 — cos(tx)) a
t

— 00

donc I:/+OO k%:(at)e_”zdt: |$—|-Oz|—|-|$2—oz|—2|x|7r

— 00




