Mathématiques spéciales Septembre 2025

Devoir de Rentrée

Exercice 1.

Soit E = R3[X] 'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a
3. On définit u 'application de E dans lui-méme par

w(P)=P+(1-X)P'.

Montrer que u est un endomorphisme de F.
Déterminer une base de Im(u).

Déterminer une base de ker(u).

= L o=

Montrer que ker(u) et Im(u) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Exercice 2.

Soient a, b, ¢ des réels et A,, le déterminant de la matrice n X n suivant :

a b 0 ... 0

c a b
An=10 0
b
0 0 c a

1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a A, 10 = al, 11 — bcA,,.

2. On suppose que a? = 4bc. Démontrer que, pour tout n > 1, on a A,, = ("J;#
Exercice 3.
Calculer les développements limités suivants :
1 "
1. 17 e” alordre 3 en 0 2.vVl1—-z++v1+xalordre 4 en 0
—x
3. sinz cos(2x) a Pordre 6 en 0 4. cos(x)In(1+ ) aordre 4 en 0

Exercice 4.

Un joueur tire sur une cible de 10cm de rayon, constituée de couronnes concentriques, délimitées
par des cercles de rayons 1,2, ..., 10 cm, et numérotées respectivement de 10 a 1. La probabilité
d’atteindre la couronne k est proportionnelle a 'aire de cette couronne, et on suppose que le
joueur atteint sa cible a chaque lancer. Soit X la variable aléatoire qui a chaque lancer associe
le numéro de la cible.



1. Quelle est la loi de probabilité de X7

2. Le joueur gagne k euros s’il atteint la couronne numérotée k pour k compris entre 6 et 10,
tandis qu’il perd 2 euros s’il atteint I'une des couronnes périphériques numérotées de 1 a
5. Le jeu est-il favorable au joueur ?

Exercice 5.

On lance deux dés parfaitement équilibrés. On note X le plus grand des numéros obtenus.
Déterminer la loi de la variable aléatoire X.



