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Partie x

Rappels de Sup’ sur les groupes

Cette partie a été vue en classe de Sup’ et n’est présente dans ce cours qu’a titre de révisions. Le lecteur
pourra faire les exercices de cette partie pour s’assurer de bien maitriser ses bases!

1. Structure de groupe

Définition x1., Groupe

Soit G un ensemble et * une loi de composition interne sur G. On dit que le couple (G, *) est
une structure de groupe, ou plus simplement G est un groupe (muni de la loi x), si :
i) Associativité : Vx,y,z € G,
(xxy)xz=u1ax(yx*z2);

ii) Elément neutre : 3e € G, Vz € G,
exT =T =7T*%e;

iii) Symétrique : Vo € G, Jy € G,
THRY=e€=1y*T.

On dit de plus qu’un groupe G est commutatif si :

iv) Commutativité : Vz,y € G,
TxyY =1Y*T.

On appelle ordre d’un groupe G, son cardinal qu’on note usuellement de plus fagon : |G| ou
#G ou encore Card(G).

Remarque x1.

On rappelle deux des principales notations pour la loi d’un groupe :
— La notation additive (G, +) qui est utilisée exclusivement dans le cas commutatif. Dans
ce cas, 1’élément neutre est noté 0 et le symétrique de x € G est noté —zx.

— La notation multiplicative (G, .) (ou (G, x)) qui peut s’employer dans les cas commutatifs
ou non. Dans ce cas, I’élément neutre est souvent noté e ou 1 et le symétrique de x € G

est noté 1.

Exemple x1.

— Les ensembles de nombres suivants munis de ’addition sont des groupes :
Z,Q, R, C.

— Les ensembles de nombres suivants munis de la multiplication sont des groupes :
Q*, Q%, R*, R, C*, U, U, (pour n € N*).



On utilise ici les notations :

U={z€C||z|=1} etpourneN" U,={zeC|z"=1}.

— Pour X un ensemble, 'ensemble Sx des permutations de X (i.e. des bijections de X dans
X) est un groupe pour la composition. Ce groupe est appelé groupe symétrique de X
ou encore groupe des permutations de X.

— Pour K =R ou C et n € N*, L’ensemble GL,,(K) des matrices inversibles est un groupe
pour le produit matriciel.

— Pour n € N*, I'ensemble O,,(R) = {M € M,(R) | MM = I,} des matrices orthogonales
est un groupe pour le produit matriciel.

Exercice *1.

1. Déterminer, pour chaque groupe G parmi ceux de ’exemple précédent, I’élément neutre
de G, le symétrique d’un élément dans G, si G est commutatif et I'ordre de G.

2. Les ensembles munis des lois suivantes sont-ils des groupes ? (N, +), (Z, %), (SLn(R), %),
(GL,(R),+).

1. — Pour Z, Q, R, C munis de ’addition : ’élément neutre est 0; le symétrique de x est son
opposé —z ; ils sont tous commutatifs et sont d’ordre infini.

— Pour Q*, Q1 , R*, R%, C*, U, U,, munis de la multiplication : I'’élément neutre est 1; le
symétrique de x est son inverse % ; ils sont tous commutatifs et sont tous d’ordre infini
sauf U,, qui est d’ordre n.

— Pour Sx muni de la composition : I’élément neutre est 'application identité id : x — z;
le symétrique de o est son application réciproque o~1. En général, (Sx,o) n'est pas
commutatif.

De plus, Sx est d’ordre infini si X est infini (il y a une infinité de transpositions par
exemple) et est d’ordre n! si #X = n.

Ezercice pour le lecteur : montrer que (Sx,o) est commutatif si, et seulement
si, X contient 1 ou 2 éléments.

Indication : Déterminer Sy pour X = {1},{1,2} et {1,2,3} et écrire leurs
tables d’opérations.

— Pour GL,(K) et O,(R) munis de la multiplication matricielle : ’élément neutre est la
matrice identité I, ; le symétrique de M est sa matrice inverse M 1. Si n > 2, ils ne
sont pas commutatif.

Ces groupes sont infinis sauf O;(R) qui est d’ordre 2.



Exercice *2.
Soit (G,.) un groupe et g € G. Alors les applications ¢, et ¢, de G dans G telles que
pgrx = gr et YPg x> g

sont bijectives.

Soit z,y € G tel que ¢4(z) = ¢,4(y). Alors g~ gz = g~ gy, donc z = ex = ey = y. Par suite, ¢,

est injective.
Soit y € G. Alors ¢, (97 'y) = gg~'y = ey = y. Donc y posseéde un antécédent par p,. Par suite,

4 est surjective.
Il en résulte que ¢, est bijective.

On emploie un raisonnement similaire pour 1.

Proposition *1.| Structure de groupe produit

Soit (G1,.),(G2,.) des groupes et on note G = G; x G2. On considére la loi de composition
suivante sur G : pour (z1,%2), (y1,¥y2) € G,

(£C17$U2)~(y17y2) = (Cﬂl-yhxz-yz)-

L’ensemble G muni de cette loi est un groupe et :
e L’élément neutre de G est e = (e1,e3) ol e est 'élément neutre de G; et ey 1'élément
neutre de Gs.
e Le symétrique de (z1,22) € G, est (7', z5").

Pour tous x1,y1 € Gy et x2,y2 € Ga, x1,y1 € G1 et (x2,y2) € Ga donc (z1y1,x2,y2) € G1 X Ga.
Donc . est bien une loi de composition interne.
De plus, par associativité des lois sur G et G, la loi . est associative.

Soit (z1,z2) € G.
— Elément neutre : on a

(x1,22).(e1,€e2) = (z1€1, Z2€2) = (21, 22) = (€121, €222) = (€1, €2).(T1, T2);

donc e = (eq, e3) est un élément neutre pour la loi . .

— Symétrique : on a
(@1, @2)- (27, a5 Y) = (erzyt wawy ) = (er,e2) = (a7 'an, 25 ' wa) = (w7 25 1) (21, 22);

donc (z7', x5 ") est le symétrique de (21, 22) pour la loi . .

Il en résulte que G est un groupe.



Remarque *2.

Par récurrence, on peut ainsi munir un produit fini de groupes d’une structure de groupe.

Exercice 3.

Montrer que G = G1 X GG est commutatif si, et seulement si, G; et G5 sont commutatifs.

Soit x1,y1 € G1, T2,y2 € G3. On a :
(371,$2)-(y1’y2) = (y1,y2)-(961,x2),

si, et seulement si,
(1222, Y1y2) = (T271, Y2u1),

si, et seulement si,
T1T2 = Tox1 et Y1Y2 = YaUi.

2. Sous-groupes
a. Généralités

Définition %2.| Sous-groupe
Soit G un groupe et H C G. On dit que H est un sous-groupe de G si :

e H est non vide;
e pour tous x,y € H, z.y € H;
epourz e H, 2z~ € H.

Proposition *2.| Caractérisation des sous-groupes

Soit G un groupe et H C G. L’ensemble H est un sous-groupe de G, si, et seulement si :

i) L’élément neutre e de G appartient a H ;

ii) pour tous z,y € H, z.y~ ! € H.

e (=). On suppose que H est un sous-groupe de G. Alors,
i) H est non vide, donc il existe € H, et d’aprés les hypotheses, x~! € H. Par suite,

e=xzx '€ H.
ii) Pour tous =,y € H, y~* € H d’aprés les hypothéses, donc

zy e H.



e (<). On suppose i) et ii) vérifiés. Alors
e H est non vide, car e € H.
e Soit € H. Alors d’apres i) et ii),
rl=ezlecH.
e Soit z,y € H. Alors y~! € H d’aprés ce qui précede et y = (y~1)~!, donc, d’apres ii)
ry=2.(y ') € H

Il en résulte que H est un sous-groupe de G.

Exemple *2.

— Si G est un groupe, {e} et G sont des sous-groupes de G. On les appelle les sous-groupes
triviaux de G.

— La chaine d’inclusions suivante est également une chaine de sous-groupes :
ZCcQcRcC

— Soit n € N*. U,, est un sous-groupe de U.
— Soit n € N*. O, (R) est un sous-groupe de GL,(R).

3. Morphismes de groupes

a. Définition

Définition *3.] Morphisme de groupes

Soit (G, *), (G2, *) des groupes et f: G — Ga.

On dit que f est un morphisme de groupes si, pour tous z,y € Gy :

flzxy) = fz)x f(y).

Exemple *3.

— L’exponentielle est un morphisme de groupes de (R, +) dans (R% , x).
— Soit n € N*. Le déterminant est un morphisme de groupes de (GL,,(K), x) dans (K*, x).
— Soit n € N*. La signature € est un morphisme de groupes de (S,, o) dans ({—1,1}, x)

Exercice x4.

Soit n € N*. Montrer que lapplication com : M +— com(M) est un morphisme de (GL,(K), X)
dans lui-méme.



Pour M € Gl,,(K),on a M~! = m%om(M), donc

com(M) = det(M). (M) € GL,(K).

Ainsi, com est une application de GL, (K) dans lui-méme.

Soit M, N € GL,(K). On a, par propriétés du déterminant, de la transposée et de I'inverse d’un

produit :

com(MN) = det(MN){

(MN)™)
= det(M)det(N)(N"'M)

)
det(M)(M~Y)det(N) (N 1)
com(M)com(N).

com(MN)

Par suite, com : M — com(M) est un morphisme de (GL,(K), x) dans lui-méme.

Exercice x5.

Soit n € N. Montrer que application
(C*, x).

1z = CF
B i est un morphisme de (Z,+) dans
(& n

Soit k, k" € Z. Alors

. ok’
’L2k7r 2k'

=e'mett = p(k)e(K).

. 2(k+k) T
1 n

olk+k)=¢e

Donc ¢ est un morphisme de groupes.
b. Noyau, Image et sous-groupes

Définition *4.) Noyau, Image d’'un morphisme de groupes

Soit G1, G2 des groupes d’éléments neutres respectifs ej,es et f : G; — G2 un morphisme de
groupes.

— On appelle noyau de f 'ensemble Ker(f) = {z € G1 | f(x) = ea}.
— On appelle image de f l'ensemble Im(f) = f(G1) = {f(z) | x € G1}.

Soit G1,Go des groupes d’éléments neutres respectifs ej,es et f : Gy — G2 un morphisme de
groupes. On a :

fler) =eq; Vo e Gy, f(zh) = f(x) ! et Vo € Gy,¥n € N*, f(z") = f(z)".




Soit = € G.
e On a, f(e1)f(e1) = f(erer) = f(e1) = f(e1)e2. Done, en composant & gauche cette égalité
par (f(e1))™!, on obtient le résultat :

fle1) = ea.

e Ona f(z~ 1) f(x) = f(z7'x) = f(e1) = ez, donc en composant & droite cette égalité par
(f(x))~, on obtient le résultat :

fl@™h) = fl)™"

e On raisonne par récurrence sur n € N*.
Initialisation : On f(z') = f(z) = f(z)'.
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que f(z") = f(x)". Alors on a :

@) = f(a"2) = f@) @) = @) (@) = f@t.

Ce qui acheve le raisonnement par récurrence.
Il en résulte que, pour tout n € N*|

Proposition *3.

Soit G1, G2 des groupes, Hy, Hs des sous-groupes de G1, G2 respectivement et f : G; — G2 un
morphisme de groupes. On a :

— Densemble f~1(Hz) est un sous-groupe de Gf ;

— Densemble f(H;) est un sous-groupe de Ga.

— 1) On a f(e1) = ea € Hy, donc ey € f~1(Ha).
ii) Soit z,y € f~1(Hz). Montrons que zy~! € f~}(Hz). On a :

flay™) = f@)f(y™) = f(@)f(y) ™" € Ha,
car f(x), f(y) € Ha et Hy est un sous-groupe. Donc zy~t € f~1(Ha).
Il en résulte que f~1(Hsy) est un sous-groupe de G.
— i) Onae; € Hy et f(e1) = eg, donc es € f(Hy).

ii) Soit z,y € f(H1). Montrons que zy~* € f(H;). Il existe z,t € H; tels que z = f(z) et
y = f(t). On a alors :

zy~t = f)f(O) T = F)f(ETY) = f(t71) € f(Hy)



car z,t € Hy et Hy est un sous-groupe. Donc xy~! € f(H;).

Il en résulte que f(Hy) est un sous-groupe de Gbs.

Corollaire x1.

Soit G1, G2 des groupes et f : G; — G5 un morphisme de groupes. On a :
— l’ensemble Ker(f) est un sous-groupe de G ;

— Densemble Im(f) est un sous-groupe de Ga.

— On a:
Ker(f) = {z € G1 | f(z) = ea} = f 1 ({ea});

Or {e3} est un sous-groupe de Gs, donc, d’aprés la proposition précédente, Ker(f) est
un sous-groupe de (G; comme image réciproque d’un sous-groupe par un morphisme de
groupes.

— Ona:

Im(f) = f(G1);

Or G; est un sous-groupe de G7, donc, d’apres la proposition précédente, Im(f) est un

sous-groupe de G comme image directe d’un sous-groupe par un morphisme de groupes.
2
O]

Proposition *4.

Soit G, G2 des groupes et f : G; — G2 un morphisme de groupes. On note e; I’élément neutre
de Gl.

L’application f est injective si, et seulement si, Ker(f) = {e1}.

e (=). On suppose [ injective. Soit = € Ker(f). Alors f(x) = e2 = f(e1). Par injectivité de
f, il en résulte que = = e;. Par suite, Ker(f) = {e1}.

e (<). On suppose Ker(f) = {e1}. Soit z,2" € G; tels que f(z) = f(a’). Alors on a :

flaw'™) = f@) f@ ) = F@ ) = e,

donc zz'~1 € Ker(f) = {e1}; d’ott z2’~! = e;. Par suite z = 2.
Il en résulte que f est injective.
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Exemple x4.

— Soit n € N*. L’application z — 2" de C* dans C* est un morphisme de groupes surjectif
et son noyau est U,.

En effet : soit z,z’ € C*. On note f : z — 2™. Alors :
f(z2) = (22)" = 272" = f(2)f(¢),

car la multiplication sur C* est commutative. Donc f est un morphisme de

groupes.
; 10 Asi

De plus, pour ¢ = re? € C*, z = rwe’n est un antécédent de ¢ par f. Donc f

est surjective de C* dans lui-méme.

— Le groupe spécial orthogonal SO, (R) des matrices orthogonales de déterminant 1 est un
sous-groupe de O, (R) : il est 'image réciproque de {1} par le morphisme de groupes
det : O, (R) — R*.

Exercice x6.

Montrer que exp : z — e* est un morphisme de groupes surjectif de (C,+) dans (C*, x) et
déterminer son noyau.

Remarque : on définira “proprement” I’exponentielle complexe dans le chapitre dédié aux séries entieres.
Pour cet exercice, on prendra la définition de exp et ses propriétés vues en Sup’, & savoir : exp(0) = 1
et pour z = re'® € C*, exp(z) = "¢’ on " est 'exponentielle réelle de r et e’ = cos(0) + isin(6).

Soit 2,2’ € C. On a |e*| = el*l > 0 donc e* € C* et exp(z + 2’) = exp(z)exp(z’). Donc exp est un
morphisme de groupes de (C,+) dans (C*, x).

Image : Pour ¢ = re'® € C* avec r € R et 0 € [0,27[, z = In(r) + 0 est un antécédent de ¢ par
exp. Par suite, Im(exp) = C*. Il en résulte que exp est surjective de C dans C*.

Noyau : On a z = x + iy € Ker(exp) si, et seulement si, e®e® = e* = 1. Par suite, z = 0 (car
e’ =le*| =1) et y € {2kn | k € Z}. (Et réciproquement, un élément de cette forme est dans le

noyau).
Il en résulte que Ker(exp) = {i2knw | k € Z}.
Exercice 7.

Soit n € N*. On note :
SL,(R)={M € GL,(R) | det(M) = 1}

Montrer que SL,(R) est un sous-groupe de GL,(R).

11



Pour tous A, B € M,(R), on a det(AB) = det(A)det(B), donc l'application det restreinte a
GL,(R) est un morphisme de groupes de GL,(R) dans R*. De plus, on remarque que SL,(R) =
Ker(det) donc SL,(R) est un sous-groupe de GL,,(R) comme noyau d’un morphisme de groupes.

c. Isomorphismes de groupes

Définition *5.) Isomorphisme de groupes

Soit G1,G2 des groupes et f: G; — Go. Si f est un morphisme de groupes bijectif, on dit que
f est un isomorphisme de groupes.

Si f est un isomorphisme de groupes et G; = G2, on dit que f et un automorphisme de
groupes. On note Aut(G) 'ensemble des automorphismes de G.

Exemple *5.

— L’exponentielle est un isomorphisme de (R, +) dans (R%, x).

On a montré précédemment que exp est un morphisme de groupes de (R, +) dans
(R%, x) et de plus exp est bijective de (R, +) dans (R%, x) de réciproque In.
Donc exp est un isomorphisme de (R, +) dans (R%, x).

— Soit G un groupe et g € G. L’application z + gzg~! est un automorphisme de G (on

appelle automorphismes intérieurs de G de telles applications).

Soit g € G. Notons f, : z — grg™'.

Morphisme : Soit z,2’ € G. On a :

fo(@a') =g aa'g = g wgg™ 2 g = fy(x) fy(a).

Image : On a, pour tout y € G, y = g9~ ygg~ = f,(97yg); dott z = g~ 1yg est
un antécédent de y par f,. Par suite, f, est surjective de G dans G.

Noyau : Soit x € Ker(f,). Alors g~ 'xzg = f,(z) = e, donc, en composant cette
égalité & gauche par g et & droite par ¢!, on obtient z = e. Par suite, fq est
injective.

Proposition *5.

Soit G1, Gy des groupes et f : G; — Go. Si f est un isomorphisme, alors f~! est également un
isomorphisme de groupes.

12



On suppose que f est un isomorphisme. Alors f~! existe et est bijective de G5 dans G;. Montrons
que, de plus, f~! est un morphisme de groupes.

Soit y,y’ € Ga. Comme f est bijective, il existe z, 2’ € Gy tels que y = f(x), v = f(2') et
z=f"y), 2’ =f'(y) Ona:

FH ) = 71 (@) f (@) = fH(f(za") = 22’ = F7H ) ()

Donc f~! est un morphisme de groupes.
11 en résulte que f~! est un isomorphisme de groupes. O

Exemple %6.

Le logarithme népérien est un isomorphisme de (R, x) dans (R, +).

On a montré dans les exercices précédents que exp est un isomorphisme de groupes de
(R, +) dans (R%, x). Or In est la réciproque de cette fonction, donc, d’apres la proposi-
tion précédente In est un isomorphisme de groupes.

Exercice #8. Théoreme de Cayley

1. Soit G un groupe. On considére Sg le groupe symétrique de G (groupe des permutations
de G). On note ¢ 'application de G dans F(G,G) (ensemble des fonctions de G dans G)
telle que, pour tout g € G, ¢(g) : x — g.x.

(a) Montrer que Im(p) C Sg.
(b) Monter que ¢ est un morphisme injectif de G dans Sg.

2. En déduire le résultat suivant :

Théoréme de Cayley

Tout groupe est isomorphe a un sous-groupe d’un groupe symétrique.

1. (a) D’apres l'exercice 2, pour tout g € G, ¢(g) est une bijection de G dans G i.e. p(g) €
Se. D’ou Im(yp) C Sg.
(b) Montrons que ¢ est un morphisme de groupes de (G, -) dans (Sg, o). Soit ¢g,¢9' € G.
On a, pour tout = € G :

el9-9)(x) = (9:9)
= g.(¢'.x) par associativité de -

g-0(9")(x) = ¢(g)(p(g')(z))
©(g-9)(x) = (p(g)°p(g))(x)

et done ¢(g.¢")(z) = f(g) o ©(g’).

13



Ainsi, ¢ est un morphisme de G dans Sg.
Montrons son injectivité. Soit g € Ker(p). Alors ¢(g) = id. Ainsi, on a :

g=g.e=p(g)(e) =id(e) =e.

Par suite, Ker(g) = {e} et donc ¢ est injective.

2. Soit G un groupe. D’apres la question précédente, 'application ¢ est un morphisme injectif
de G dans Sg groupe symétrique de G donc ¢ est un isomorphisme de G dans le sous-groupe
Im(p) de Sq.

Exercice 9.

Soit G un groupe et Aut(G) 'ensemble des automorphismes de G.

1. Montrer que, muni de la composition des applications, Aut(G) est un groupe.

2. On note Int(G) = {¢, : @ — grg~' | g € G}. Montrer que Int(G) est un sous-groupe de
Aut(G).

1. — Iére fagon (si on se rappelle du groupe symétrique de G noté S¢) : montrons que Aut(G)
est un sous-groupe de (Sg, o).
On a bien Aut(G) C S¢ car tout automorphisme de G est en particulier une application
bijective de G dans G.
L’élément neutre Idg de (Sg, o) est bien un automorphisme : comme il est dans Sg, il
est bijectif de G dans G et pour tout z,z,” € G, Idg(xz’) = z2’ = Idg(x)ldg(z') donc
c’est un morphisme de groupes.
De plus, pour tous ¢,1 € Aut(G), 1)~ est un automorphisme d’aprés la proposition
précédente et on a, pour g,¢' € G :

potp~l(gg) =

I
€€ €6

Donc ¢ o 1~! appartient & Aut(G).
Par suite, Aut(G) est un sous-groupe de (Sg,0) et c’est donc un groupe.

— 2éme facon (si on ne se rappelle pas du groupe symétrique de GG) : montrons le avec la
définition!
Soit ¢,1 € Aut(G). Alors p o1p : G — G est bijective comme composée d’applications
bijectives et on a, pour g,¢" € G :

potp(gg’) = p(¥(99')) = p(¥(9)-¥(g") = p(¥(9))-p(¥(g") = w0 Y(g)-p o P(g").

Donc ¢ o ¢ appartient a Aut(G).

Par suite, o est une loi de composition interne sur Aut(G). Elle est associative et d’élé-
ment neutre la fonction identité Idg : G — G. D’apres la proposition précédente, si 1)
est un automorphisme de G, alors 1) ~! I'est aussi, donc tout élément de Aut(G) possede
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un symétrique pour la loi o : il s’agit de sa réciproque.
Ainsi, (Aut(G), o) est un groupe.

Question : au fait, est-il commutatif ?

2. Remarquons tout d’abord deux faits. Soit g, ¢’ € G.
® Yy 01y = 1)4y. En effet, pour tout z € G, on a :

g 0 by () = g(g'zg' ™) = g(g'zg' " )g™" = (99")x(99') ! = tgg (@)
° ~1 = 4p,—1. En effet, pour tout € G, on a, d’aprés le point précédent :
g g
g 0 Pg-1(x) = Ye(x) = ere”t =z = id(z);

et de méme

Pg-1 0 Pg(x) = Ye(x) = exe” =z = id(z).
Donc ¢h,-1 = (1hg) L.
Montrons alors que Int(G) est un sous-groupe de Aut(G).
i) id = v¢. € Int(G) ;
ii) Soit 14,14 € Int(G) avec g,¢’ € G. On a, d’apres les remarques précédentes :
Pg 0 (Vg )t =g 0hg-1 = hye—1 € Int(G).

Donc Int(G) est un sous-groupe de Aut(G).
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Partie A

Compléments sur les groupes

1. Sous-groupe engendré par une partie

a. Définition
Proposition 1. | Intersection de sous-groupes

Soit G un groupe et (H;);e; une famille quelconque de sous-groupes de G. L’ensemble ﬂ H;
iel
est un sous-groupe de G.

Autrement dit, une intersection quelconque de sous-groupes est un sous-groupe.

On note H = (,c; H;.

i) On a, pour tout ¢ € I, e € H; car H; est un sous-groupe de G. Donc e € H.

ii) Soit x,y € H. Alors, pour tout i € I, x,y € H; qui est un sous-groupe de G, done, pour
tout ¢ € I,

vy '€ H;.
Par suite, z.y ™' € H.
Il en résulte que H est un sous-groupe de G. O

Question 1.

Que dire d’une réunion de sous-groupes 7

En général, une réunion de sous-groupes n’est pas un sous-groupe. Prendre par exemple les sous-
groupes iR et R de C.

Ezercice : montrer qu’une réunion de deur sous-groupes est un sous-groupe si, et seulement si,
lun est inclus dans Uautre.

Par contre, si on prend strictement plus que deuzr sous-groupes, la caractérisation précédente ne

tient plus : par exzemple, le groupe {—1,1}? est union de trois sous-groupes non inclus les uns
dans les autres.
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Définition-Proposition 1.

Soit G un groupe et A C G. On note (A) 'intersection de tous les sous-groupes de G contenant
A ie.
(A) = ﬂ H ouHa={H sous-groupe de G| A C H}.
HeHa
L’ensemble (A) est le plus petit sous-groupe de G contenant A et on 'appelle le sous-groupe
engendré par A.

Si de plus (A) = G, on dit que A engendre G.

Une intersection quelconque de sous-groupes de G est un sous-groupe de G, donc (A) = ﬂHA H
est un sous-groupe de G. De plus, pour tout H € Ha, A C H, donc A C ﬂHeHA H=(A).

Montrons alors que (A) est le plus petit sous groupe contenant A.
Soit K € Ha. Alors (A) = (Nyey, H C K. Donc (A) est le plus petit sous groupe contenant
A. O

b. Propriétés et exemples

La proposition suivante permet de se faire une meilleure idée de la notion de sous-groupe engendré : on
y montre que le sous-groupe engendré par une partie est ’ensemble des éléments du groupe qui s’écrivent
comme la composition d’un nombre fini d’éléments ou de symétriques d’éléments de cette partie.

Proposition 2.

Soit G un groupe et A C G. On a :
(A) ={a1...an | n €N*, ay,...,a, € AUAT U {e}}.

ot A7t ={a"t|a € A}.

On note E(A) = {a1...an | n € N*, a1,...,an, € AUA"' U{e}}. On procede par double inclusion
pour montrer que (A) = E(A).
C Pour cette inclusion, il suffit de montrer que E(A) est un sous-groupe de G contenant A

car (A) est le plus petit d’entre eux pour l'inclusion. Allons-y!

On remarque tout d’abord que A C E(A); en effet, pour tout a € A, a € AU A~ U {e},

donc a € E(A).

Montrons que E(A) est un sous-groupe de G.

i) Onaeec{e} CAUA T U{e} donc pour n=1et a; =e,onae=a; € E(A).

ii) Soit z,y € E(A). Alors il existe n,m € N*, ay,...,an,a},...,a,, € AUAL U {e} tels

que T = aj...an et y = al,...,al . Alors

-1 _ / /7 \—1
xy = aj...ap(ay...al,)
_ —1 /—1
= a1...ap0Q,, ...07
— 1
=a1---Qpim
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ol
P a; € AUATU {e} sii € [1,n];
a. =
A"t e AUA YU {e} siie[n+1,n+m].

Par suite xy~! € E(A).
Il en résulte que E(A) est un sous-groupe de G.

Ainsi, (A) étant le plus petit sous-groupe de G contenant A et F(A) étant un sous-groupe
de G contenant A, on a (4) C E(A).

D Soit ¢ € E(A) et H un sous-groupe de G contenant A. Alors il existe n € N* tel que
T = aj...a, avec ai,...,a, € AUATTU{e} C H car H contient A et H est un sous-groupe
de G. Comme H est stable par composition z = a;...a, € H.
Comme (A) est par définition I'intersection de tous les sous-groupes de G contenant A et
chacun de ces sous-groupes contiennent E(A) donc E(A) C (4).
11 en résulte que E(A) = (A). O

Remarque 1.

Par mesure de simplicité, pour G un groupe et x € GG, on notera (x) en lieu et place de ({x})
pour désigner le sous-groupe engendré par le singleton {z}.

Proposition 3.

Soit (G,.) un groupe et z € G. On a :

(x) = {a* | ke Z}).

On montre directement cette proposition mais on aura pu bien-sir utiliser la proposition 2 pour
conclure plus efficacement.

Montrons que E(z) = {z* | k € Z} est un sous-groupe de G. Comme G est un groupe, E(z) C G;
de plus :

i) e=2"€ E(x);

ii) Soit y,2 € E(x). Alors il existe k, k' € Z tels que y = z* et z = z¥ et on a :

yr = afp T =gV ¢ E(x).

Donc E(z) est un sous-groupe de G et il contient {z} : en effet, z = 2! € E(z).

Par suite, (z) C E(x).

Réciproquement : soit y € E(x). Alors il existe k € Z tel que y = x*. Or () est un sous-groupe
de G et z € (z), donc y = x* € (). Ainsi, E(z) C (z).

Il en résulte que (z) = {z* | k € Z}. O
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Remarque 2.

Attention, pour la notation additive (G, +), cette égalité devient :

(xy ={ka | k € Z}.

Exemple 1.

1. Dans un groupe G d’élément neutre e, on a (}) = {e} = (e) et (G) = G.
2. Dans (C*, x), pour n € N*, (¢!%) = U,.

3. Dans (Z,+), pour n € Z, on a (n) = nZ.
En particulier, Z est engendré par {1}, i.e. Z = (1);

)

4. Dans (C,+), ({1,i}) = Z[i] ou Z[i] = {a + bi | a,b € Z} (couramment appelé ensemble des
entiers de Gauss).

5. Soit n € N*. Le groupe (S,,0) des permutations de [1,n] est engendré par I’ensemble des
transpositions.

6. Soit n € N*. Le groupes (GL,(K), x) est engendré par 1’ensemble des dilatations et des
transvections.

1. Soit G un groupe d’élément neutre e.
Alors () est un sous-groupe de G donc {e} C (f) et {e} est un sous-groupe de G contenant
() donc, (@) étant le plus petit sous-groupe contenant (), on a () C {e}. D’ou (§) = {e}.
11 suffit de remplacer () par {e} dans le raisonnement précédent pour obtenir {e) = {e}.
De plus, on a G C (G) C G donc (G) =G.

2. Considérons le groupe (C*, x). Soit n € N*. Alors :
(%) = {*" | k e Z} = U,.
3. Considérons le groupe (Z,+). Soit n € Z. Alors :
(n)y={kn|keZ}=nZ.
En particulier, (1) = 1Z =Z

4. Considérons le groupe (C,+). Montrons que ({1,i}) = Z[i]. Procédons par double inclu-
sion.
C Montrons que Z[i] est un sous-groupe de C contenant {1,:}.
— Onal=_0 +_0 i€ Zli.
~  ~~
€z €z
— Pour tous z = a+ bi,{ = ¢+ di € Z[i] avec a,b,c,d € Z, on a, comme (Z,+) est un
groupe :
z2—C=(a+bi)—(c—di)=(a—c)+(b—d)i € Z[i]
—_ =
ez ez
Donc Z[i] est un sous-groupe de Cetonal=_1 + 0 i€Z[i];i=_0 +_ 1 i€
'~ — =~

€z €z €z €L
Z[i]; dou {1,i} C Z[i].
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Par suite, ({1,i}) étant le plus petit sous-groupe de C contenant {1,i}, on a ({1,i}) C
VAR
D Soit z = a+ bi € Z[i] avec a,b € Z. Alors, on a :
z = la|(£1) + |b|(Fi) = (F£1) + ... + (£1) + (£i) + ... + (£9)

|a|termes |b|termes

ot £1, 44 € {1,5} U {-1, —i} U {0}.
Ainsi, d’apres la proposition 2, z € ({1,4}). D’ou Z[i] C ({1,4}).
Il en résulte que ({1,i}) = Z][i].

5. Soit n € N*. On note T I’ensemble des transpositions de S,,. D’apres le cours de Sup’, on
sait que, pour tout o € S, il existe k € N* et 71,...,7, € T telsque 0 =1 0...07;; d’o1,
d’apres la proposition 2, o € (T).

Par suite, on a S,, C (T) C S, et donc (T) = S,,.

6. On rappelle que les matrices de transvections sont les matrices de la forme T; ;(\) =
I, + AE;,j pour A € Keti,j € [1,n avec i # j; et les matrices de dilatations sont les
matrices de la forme D;(a) = I, + (o — 1)E; ; pour o € K* et ¢ € [1,n].

On note &,, I’ensemble des matrices de transvections et de dilatations de taille n x n.
Alors, &, C GL,(K) car les matrices de &, sont de déterminant non nul, d’ou (£,) C
GL,(K).

De plus, pour M € GL,(K), en effectuant ’algorithme du pivot de Gauss (sans échange de
ligne) et sa remontée, on obtient qu’il existe p € N* et Oy, ...,0, € &, (O pour “opération
élémentaire sur les lignes via une transvection ou une dilatation”) tels que :

Op...O'M = I,

dott M = O7"...0; "

Or, on remarque que &, est stable par passage a l'inverse : en effet, pour tous A\,a € K
et i,j € [1,n] avec i # j, T; ;(A\)~! = Ti,5(—A) € &, et Di(a)™! = Di(2) € &,, donc
M =07'.0;' € (&,).

Et ainsi, GL,(K) C (&,).

11 en résulte que GL,(K) = (&,) i.e. GL,(K) est engendré par 'ensemble des transvections
et dilatations.

Exercice 1.

Déterminer le sous-groupe engendré par A = {2,3} dans Z.

En faisant un petit dessin, on se convainc que (A) = Z; montrons cette conjecture !

Comme (A) est un sous-groupe de Z, on a en particulier (A) C Z. Montrons I'inclusion réciproque.
Soit n € Z. Alors, comme 2 et 3 sont premiers entre eux, d’apres le théoréeme de Bézout (on
retrouvera I’énoncé de ce théoréme vu en Sup’ un peu plus loin), il existe u,v € Z tel que 2u+3v = 1.
Par suite, 1 € (A4) qui est un sous-groupe de Z, donc Z = (1) C (A).
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D’ou (A) = Z.

Exercice 2.

Soit n € N avec n > 2. Le groupe (S, 0) des permutations de [1,n] est engendré par I’ensemble
des transpositions élémentaires i.e. de la forme 7; ;41 (transposition qui échange i et i 4+ 1) pour
i€l,n—1].

Si 7; ; est la transposition qui échange ¢ et j avec 4,5 € [1,n] et i < j, on a :

7=1 j=1
Tij = H Tk,k+1 © H Tj—k,j—k+1
k=i k=2

D’apres 'exemple précédent, S,, est engendré par les transpositions donc, d’apres ce qui précéde
toute permutation est donc composée de transpositions élémentaires.
Il en résulte que S,, est engendré par 'ensemble des transpositions élémentaires.

Proposition 4.

Soit (G, +) un groupe abélien, n € N* et Hy, ..., H,, des sous-groupes de G.
L’ensemble Hy + ... + H, = {h1 + ... + hy, | Vi € [1,n], h; € H;} est le sous-groupe de G

engendré par U H;.
i=1

On note 0 I'élément neutre de G et H = Hy + ... + H,,.

Tout d’abord, on remarque que, d’apres la proposition 2, on a :

HC {a1+...+ak|k€N*, ai,...,a € UHiU(—UHi)U{O}} = <UH1>
i=1

=1 i=1

Ensuite, pour tout j € [1,n], on a 0 € H; car H; est un sous-groupe de G donc, pour tout
i € [1,n] et tout h; € H;, on a :

hi=0+..4+40+h;+0+..+0€c H1 +...+ H, = H.

n
Do | J H; C H.
i=1
Il nous reste donc & montrer que H est un sous-groupe de G pour conclure.
— Ona0=0+..4+0¢€ H + ..+ H, = H car, pour tout i € [1,n], 0 appartient au
sous-groupe H;.
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— Pourtout z =21+ ...+, y =y1 + ... + y» € H, on a, par commutativité et associativité
de + :

x—y=(x1+..+x,)—(n1+..tyn)=(@1—9y1)+...+ (xn —yn) € H1 +...+ H, = H,
car, pour tout ¢ € [1,n], H; étant un sous-groupe, x; — y; appartient & H;.

n n
Par suite, H est un sous-groupe de G contenant U H;, donc <U H1> C H. Il en résulte que
i=1 i=1

H1+...+Hn:H:<UHi>. O
i=1

Proposition 5.

Soit G un groupe et A C G.

— Le sous-groupe (A) engendré par A est un groupe commutatif si, et seulement si, pour
tous a,b € A, ab = ba.

En particulier, pour z € G, (x) est un groupe commutatif.

— Si A={ay,...,a,} avec n € N* et ay, ...,a, € G qui commutent deux a deux, alors :

(A) = {a’fl ..akn

ki ook € 2} .

— (=) On suppose que (A) est commutatif. Alors, pour tous a,b € A, comme A C (A), on
a a,b € (A) qui est commutatif, donc ab = ba.

(<) On suppose que, pour tous a,b € A, ab = ba.

On établit tout d’abord le fait suivant : si z,4 € G commutent, alors =,z ', y,y "
commutent deux & deux. Soit z,y € G. On suppose zy = yzx.

e Indépendamment de ’hypothése, on a : zz !

¥y 1)
e Sous I’hypothese xy = yx, on remarque que :

= e = 2~ 'z (de méme pour y et

ety (yr™t) T = e (ya)y
= o7 (ay)y ™
= (z7'2)(yy )
ey (yz™h) = e

d’ott 7'y = yx~! puis, en prenant le symétrique de chaque membre de 1’égalité,
on obtient également y 'z = xy 1.

Utilisons ce résultat pour montrer que (A4) est commutatif.

Soit z,y € (A). Alors il existe n,m € N* et ay, ..., an,b1,....,0,, € AU AL U {e} tels
que T = aj...an et y = by...by,.

Comme tous les éléments de A commutent, d’apres le résultat précédent, tous les
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éléments de A U A~! commutent ; puis, comme e commute avec tous les éléments de

G, on obtient que tous les élements de AU A~! U {e} commutent.
Par suite, les éléments ay, ..., an, b1, ..., by, € AU A1 U {e} commutent deux & deux,

d’ou :
2y = (a1...a)(b1...by) = @1...apby .. by = by bpay...ay, = (b1...by)(ay...ap) = ya.

Il en résulte que (A) est commutatif.

Pour le cas particulier () avec z € G, il suffit de remarquer que x commute avec lui-méme
et d’appliquer le résultat que nous venons de prouver.

— On suppose A = {a1,...,a,} avec n € N* et ay,...,a, € G qui commutent deux & deux.
On pose E(A) = {alfl...a’fl" | k1, kn € Z}.
Alors E(A) :
* contient A car, pour tout i € [1,n], a; = af...a}...ad ;
* est un sous-groupe de G car e = af...a’ et, comme les a; commutent entre eux, les
composées des a; commutent entre elles, donc, pour tous kq, ..., kn,l1, ..., 1, € Z,

aft k(@ al)Tt = adbakrarte el
= aP M.kl € B(A).
Par suite, (A) C E(A).
De plus, on a :
E(4) = {d*.ab |k, .k € 2}

C {b1..by | m €N, by, by € {af, .0 T U {e}} = (4)

ou la derniére égalité provient de la proposition 2.
Ainsi, on a E(A) = (A).

Proposition 6.

Soit G1,Go des groupes, f : G; — Go un morphisme de groupes et A C Gy. On a f({(A)) =
(F(A)).

Remarquons tout d’abord que, comme f(e1) = ey et, pour tout x € Gy, f(z~!) = f(z)~! car f
est un morphisme de groupes, on a f({e1}) = {e2} et f(A™!) = f(A)~!; donc, par propriétés de
I'image directe d'une fonction, f(AU A"t U {e1}) = f(A) U f(A) "L U {e2}.
Procédons par double inclusion :
— f((A)) C (f(A)) : Soit y € f((A)). Alors, il existe x € (A) tel que y = f(x). Ainsi,
d’aprés la proposition 2, il existe n € N* et ay,...,a, € AU A7t U {e;}. Or, d’apres la
remarque initiale, pour tout i € [1,n], f(a;) € f(A) U f(A)~! U {ez}; donc, comme f est
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un morphisme de groupes, on a, d’apres la proposition 2 :
y = f(z) = flar..an) = f(a1)...f(an) € (f(4)).

D'ou f((4)) C (f(4))-

— (f(A)) C f({(A)) : Soit y € (f(A)). D’apres la proposition 2, il existe n € N* et b;...b, €
FAUF(A)TU{ea} = F(AUATTU{e1}) tels que y = by...b,,. Ainsi, pour tout i € [1,n],
il existe a; € AU A1 U {e1} tel que b; = f(a;). Par suite, comme f est un morphisme de
groupes, d’apres la proposition 2, on a :

y=0b1..bp = f(ar)...f(an) = f(ay...an) € f((A)).

€(A)

D'ou (f(A4)) C f((4)).
Il en résulte que f((A)) = (f(4)). O

2. Les sous-groupes de Z

Théoreme 1.) Division euclidienne

Soit a € Z et b € N*. 1l existe un unique couple (¢q,7) € Z x N tel que :

a=bg+re0<r<hb

Vue en Sup’. (Idée : pour a > 0, I’ensemble {p € N | bp < a} est non vide et majoré, or toute
partie non vide et majorée de N possede un plus grand élément : il s’agit du quotient ¢. Il ne
reste plus qu’a encadrer le reste r = a — bg et & démonter 1'unicité du couple (g, r)). O

Théoréme 2.

Caractérisation des sous-groupes de Z

Soit H C Z. L’ensemble H est un sous-groupe de (Z,+) si, et seulement si, il existe un unique
n € N tel que H = nZ.

e (<). On suppose qu’il existe n € N tel que H = nZ. Alors H = (n), donc H est un
sous-groupe de Z.

e (=). On suppose que H est une sous-groupe de (Z, +).

Montrons l'existence.
ler cas : H ={0}. Alors H = 0Z.

2eme cas : H # {0}. Pour k € H \ {0}, |k| € HNN*. Or tout sous-ensemble non vide de
N possede un plus petit élément, donc H N N* possede un plus petit élément n.
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Comme H est un sous-groupe de Z contenant n et que nZ = (n) est le plus petit sous-
groupe de Z contenant n, on a nZ C H. Réciproquement, si x € H C Z, la division

euclidienne de = par n nous fournit un unique couple (gq,7) € Z x N avec 0 < r < n tel que
r=nq-+r

Comme nZ C H, nq € H et donc, H étant un sous-groupe de Z, r = x — nq appartient a
H. Or n est le plus petit élément positif et non nul de H et 0 < r < n, donc r = 0. Par
suite, z = ng € nZ. Ainsi, H C nZ.

Il en résulte que H = nZ.

Montrons 'unicité d’un tel entier naturel :

Soit n,m € N tels que nZ = H = mZ. Sin oum =0, H = {0} et donc, comme n,m € H,
on a n = 0 = m. Supposons n et m non nuls. Alors on a n € nZ C mZ, d’ott m|n donc
m = |m| < |n| = n (n,m étant positifs et n # 0). De maniére analogue, comme m € nZ,
n<m.

Il en résulte que n = m. D’ou 'unicité.

O

Question 2.

Soit p € Z ~ N. A quel sous-groupe de la forme nZ avec n € N le sous-groupe pZ est-il égal 7)

Pour tout k € Z, pk = (—p)(—k), donc pZ = (—p)Z.

Exercice 3.

Soit n € N. Décrire tous les sous-groupes de (nZ, +).

Analysons!

Soit H un sous-groupe de nZ. Alors, comme nZ est un sous-groupe de Z, H est un sous-groupe
de Z. Ainsi, d’apres la caractérisation des sous-groupes de Z, il existe m € N tel que H = mZ.
Or H C nZ donc, comme m =m.1 € mZ = H, on a m € nZ i.e. n|m.

Ce résultat nous donne envie de conjecturer : H est un sous-groupe de nZ si, et seulement si, il
existe k € Z tel que H = (nk)Z.

Nous avons déja prouvé l'implication directe, puis, pour la réciproque, il suffit de remarquer que
nk € nZ et donc (nk)Z C nZ.
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Exercice 4.

Soit (a,b) € Z? avec a,b non nuls.
1. Montrer que aZ + bZ = {au + bv | u,v € Z} et aZ N bZ sont des sous-groupes de Z.

2. En déduire qu’il existe des uniques d,m € N tels que :
aZ,+bZ =dZ et aZ NbZ =mZ.

Puis montrer que d = pged(a,b) et m = ppem(a, b).

1. D’apres la proposition 5, aZ + bZ = ({a,b}) donc aZ + bZ est un sous-groupe de Z.
De plus, ’ensemble aZ N bZ est un sous-groupe de Z comme intersection de sous-groupes
de Z.

2. Comme aZ + bZ et aZ NbZ sont des sous-groupes de Z en vertue de la question précédente,
d’apres la caractérisation des sous-groupes de Z (Théoréme 2), il existe des uniques d,m € N
tels que aZ + bZ = dZ et aZ N bZ = mZ.

— Montrons que d = pged(a, b) i.e. le plus grand diviseur positif commun de a et b.

Onaa=a.l1+b0€aZ+bZ=dZ et b=a.0+0b.1 € aZ + bZ = dZ donc a, b sont des
multiples de d i.e. d est un diviseur commun de a et b. De plus, comme a,b € dZ, d # 0
car (a,b) # (0,0).
Soit d un diviseur commun positif de a et b. Comme d = d.1 € dZ = aZ + bZ, il existe
u,v € Z tels que d = au + bv. Or d|a et §|b donc il existe p,q € Z tels que a = dp et
b = 6q donc

d=au+bv=246(pu+qu).

—_———
€z

D’ou d|d. Ainsi, comme 6,d > 0 et d # 0, § < d.

Il en résulte que d est le plus grand diviseur positif commun de a et b i.e. d = pged(a, d).

— Montrons que m = ppcm(a, b) i.e. le plus petit multiple strictement positif commun de
a et b.

On am =m.l € mZ = aZ N bZ, donc, par définition de aZ N bZ, m est un multiple
commun de a et b.

Soit p un multiple commun strictement positif de a et b (existe bien car ab € mZ donc
mZ # {0}). Alors u € aZ NbZ = mZ et donc m|p. Or m,u >0 et g # 0, donc m < p.

Il en résulte que m est le plus petit multiple strictement positif commun de a et b i.e.
m = ppem(a, b).

3. Le groupe Z/nZ

a. Congruences

On rappelle la relation de congruence entre deux entiers relatifs pour un entier naturel non nul fixé :
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Définition 2. Relation de congruence

Soit n € N*. Pour a,b € Z, on dit que a est congru a b modulo n si
b—a€nZ;

on note :
a = b mod n.

Proposition 7.

Soit n € N*. La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z. De
plus, elle est compatible avec ’addition et la multiplication sur Z, i.e. pour tous a,b,c,d € Z, si
a =bmod n et ¢ =d mod n, alors

a+c=b+dmod n;
ac = bd mod n.

Montrons que - = - mod n est une relation d’équivalence sur Z.

Soit a, b, c € Z.
o (Réflezivité) On a a —a =0 = 0.n € nZ, donc a = a mod n.

o (Symétrie) On suppose a = b mod n. Alors il existe k € Z tel que b —a = kn. On a :
a—b=—(b—a)=(—k)n enZ,

donc b = a mod n.

o (Transitivité) On suppose a = b mod n et b = ¢ mod n. Alors il existe k, k' € Z tel que
b—a=kn et c— b= k'n. Par suite,

c—a=(c—b)+(b—a)=(k+k)n e nZ,

donc @ = ¢ mod n.

Il en résulte que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z. Montrons
de plus qu’elle est compatible avec I'addition et la multiplication :

Soit a, b, c,d € Z tels que a = b mod n et ¢ = d mod n. Alors il existe k, k' € Z tel que b—a = nk
et d —c=mnk’. On a alors :

(b+d)—(a+c)=(b—a)+(d—c)=n(k+k)enZ,

donc a + ¢ = b+ d mod n.
Etona:
bd —ac = (b—a)c+ (d — c¢)b = n(ke + k'b) € nZ,

donc ac = bd mod n. O

b. L’ensemble Z/nZ
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Notation 1. Classes d’équivalence modulo n

Soit n € N*. B
— Pour k € Z, on note k = {x € Z | x = k mod n} la classe d’équivalence de k pour la

relation de congruence modulo n;
— On note Z/nZ l'ensemble des classes d’équivalence de la relation de congruence modulo
n.

Remarque 3.

— Ona 0=nZ, 1=14nZ, .., k=k+nZ

— Soit a € Z/nZ est une classe d’équivalence pour la relation de congruence modulo n, si
k est un entier tel que k € «, alors & = k. On dit alors que k est représentant de la
classe a.

Exercice 5.

Soit n € N*.
1. Ecrire une description explicite de I'ensemble k pour k € Z fixé.

2. Montrer que pour tous x,y € Z, x = y mod n si, et seulement si, T = 7.

3. Montrer que deux classes d’équivalence sont soit disjointes, soit égales.

k ={r€Z|k=zmodn}
={ze€Z|x—kenZ}
={x€Z|IpeZ, x=k+pn}
={k+pn|peZ}
=:k+nZ
2. Si z = y mod n, alors il existe p € Z tel que y — x = pn. Par suite, pour tout q € Z,
y+qn=z+pn+qn=x+ (p+q)n € xr+nZ =7,
et
c+qn=y—pn+tqn=x+(q—pn€y+nZ=7y,
douy CZTetx Cy. Donc T =1.
Réciproquement, si T = ¥, alors en particulier, x = z + On € T = ¥, donc par définition,
x =y mod n.

3. Soit x,y € Z. On suppose T N7 # B. Alors il existe k = TN 7, donc k = z mod n et
k =y mod n. Par symétrie et transitivité, on a alors :

z =y mod n.

Par suite, d’apres le résultat précédent, T =7g.
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Proposition 8.

Soit n € N*. Alors Z/nZ est un ensemble fini de cardinal n et on a :

Z/nZ ={0,1,....,n — 1}.

Z/nZ étant 'ensemble des classes d’équivalence de la relation de congruence modulo n, pour tout
ke€Z, ke Z/nZ, donc
{0,1,....,n =1} C Z/nZ.

Montrons que Z/nZ C {0,1,...,n — 1}. Soit & € Z/nZ et k un représentant de « (alors a = k).

On a, par division euclidienne, k = ng+r o ¢ € Z et r € N avec r € [0,n — 1]. Alors
k =7 mod n.

Donc a =k =7 € {0,1,...,n — 1}. D’olt I'inclusion.
Il en résulte que Z/nZ = {0,1,....,n — 1}. O

c. Le groupe Z/nZ

[ Théoréme 3.) Structure de groupe sur Z/nZ

Soit n € N*. Il existe sur Z/nZ une loi de composition interne notée + et appelée loi additive
quotient telle que, pour tous z,y € Z,

T+y=2+y.
Muni de cette loi, (Z/nZ,+) est un groupe commutatif ou :

— 1’élément neutre est 0;
— pour k € Z/nZ, —k = —k.
De plus, pour tous p € Z, k € Z/nZ, pk = pk.

Soit v, B € Z/nZ. Si p,p’ € Z sont des représentants de « et g,q" des représentants de 3, alors
p=p modn et ¢ =¢ mod n, donc :

p+qg=p +q¢ mod n.

Ainsi, on peut poser a+f := p + g car la classe de p + ¢ ne dépend pas du choix des représentants
p et g de a et B respectivement.

Vérifions alors que muni de cette opération, Z/nZ est bien un groupe.
Soit T, 7,z € Z/nZ avec x,y, z € 7.

— (Associativité). On a, par associativité de la loi 4+ de Z :
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(T+79)+7z

Il
8

I
]

+
+y+=z
_|_
d

— (Elément neutre). Comme 0 est 'élément neutre de + dans Z, on a :

0+z=0+2=2=2+0=72+0.
— (Symétrique). Comme —z est le symétrique de x pour + dans ZOn a :

T+-—x=z+(—2)=0=—0fz=—0+T.

Soit k € Z. Pour p € Z, on a 0k = 0 = 0k et par une récurrence élémentaire :

k+k+..+k=k+k+..+k sip>0
— p termes p termes N
pk=<__ I = pk.
—k+—-k+.+—-k=—-k—-k—..—k sip<O
|p| termes |p| termes

Exemple 2.

— Dans Z/127Z, on a :

— Soit n € N*, on a (1) = Z/nZ.

— Il suffit de remarquer que 15 = 3 mod 12.
— Soit n € N*. On a, pour tout k € Z, d’aprés le théoreme précédent, k1 = k.1 = k, d’ou :

My={kl|keZ}={k|keZ}=17/nL.
Exercice 6.
1. Etablir la table d’addition du groupe (Z/4Z,+) et déterminer le sous-groupe engendré par

{k} pour chaque k € (Z/4Z,+).

2. Soit n € N*. Déterminer le sous-groupe engendré par {n — 1} dans Z/nZ.
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+0|1|2|3
00[T]2]|3
T1(2(3]|0
2123|001
313|012

De plus, on a :
— (0) = {0} car 20 = 0 (ou en utilisant que (e) = {e} dans un groupe d’élément neutre ¢).

— (1) = Z/AZ car 21 = 2, 31 = 3, 41 = 0 (ou en utilisant ’exemple précédent).
— (2) ={0,2} car 22=0.
— 3)=2Z/4Z car 23=2,33 =1, 43 =0.

2. Soit n € N*. On a (n — 1) C Z/nZ. 7
De plus, pour tout k& € Z, on remarque que k = (—k) x (=1), donc k = (—k)—1 =
(—k)n —1 € {n —1}. Ainsi, Z/nZ C (n —1).
Il en résulte que (n — 1) = Z/nZ.

Proposition 9.

Soit n € N*. L’application 7, : Z — Z/nZ telle que, pour k € Z,
(k) =k

est un morphisme surjectif de groupe.

Soit x,y € Z. On a, par définition de I'addition sur Z/nZ :
(T +y)=r+y=T+Yy=mx)+m(y)

Donc 7, est un morphisme de groupes.

De plus, pour tout a € Z/nZ, si k est un représentant de «, alors k est un antécédent de a par
T, car a = k. Donc m, est surjective. O]

Exercice 7.

Soit n € N*. Déterminer le noyau de 7, : k — k de Z dans Z/nZ.
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On a, pour k € Z, k = 0 si, et seulement si, k = 0 mod n, i.e. k = k—0 € nZ. Ainsi, Ker(m,) = nZ.

4. Groupes monogenes

a. Généralités et exemples

Définition 3. Groupe monogéne / groupe cyclique

Soit G un groupe.

— On dit que G est un groupe monogene s’il est engendré par un seul élément i.e. s’il
existe z € G tel que :

(x) =G.
Dans ce cas, on dira que I’élément est un générateur de GG ou encore que G est engendré

par x.

— On dit que G est un groupe cyclique s’il est monogene et fini.

Exemple 3.  Groupes monogénes classiques

— (Z,+) est un groupe monogeéne et n’est pas cyclique.
— pour n € N*, (Z/nZ,+) est un groupe cyclique : il est fini et est engendré par 1, i.e.
Z/nZ = (1);

— pour n € N* (U, X) est un groupe cyclique : il est fini et est engendré par e ie.
;27

U, = ('™ );

— D’apres 'exemple 1 (point 3.), on a Z = (1), donc Z est engendré par 1. De plus, Z est
infini (car pour tout n € N, #Z > n = #[1,n]), donc Z n’est pas cyclique.

— D’apres l'exemple 2, on a Z/nZ = (1), donc Z/nZ est engendré par 1 i.e. Z/nZ est
monogene. De plus, il est fini car de cardinal n, donc Z/nZ est un groupe cyclique.

— D’apres 'exemple 1 (point 2.), on a U,, = <ei277r>, donc U, est engendré par e'n i.e. U,
est monogene. De plus, il est fini car de cardinal n, donc U,, est un groupe cyclique.

Remarque 4.

Le terme cyclique s’inspire de ce qui se passe dans les groupes Z/nZ ou U, (ou méme de
n’importe quel groupe cyclique comme on le verra par la suite); en effet, si on considére une

par une les composées successives d’un générateur, on ”"tourne en rond” sur tous les éléments
du groupe!
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Exercice 8.

Montrer que (Z/27Z x 7./3Z,+) est cyclique mais que ((Z/27)?,+) ne l'est pas.

— On remarque que x = (T2,T3) engendre Z /27 x 7./3Z. En effet :

2 = (62,53) 3z = (12763
iz = (0,1 5 = (10,2
6z = (0°,0°)

Donc <(T2,T3)> =7/2Z x 7/3Z et ainsi, Z/27 x Z/37 est monogene. De plus, ce groupe
est fini de cardinal 6 donc Z/2Z x Z/37Z est cyclique.

— Apres calculs tres rapides, on obtient :
* ((0,0)) ={(0,0)} # (z/22);
* ((1,0)) ={(0,0), (1,0)} # (2/22)?;
* ((0,1)) ={(0,0), (0, 1)} # (2/22)?;
* (L, D) ={(0,0), (T,1)} # (Z/2Z2)*;
Ainsi, aucun élément de (Z/27)? n’engendre (Z/27Z)?. Par suite, (Z/27)? n’est pas mono-
gene et donc n’est pas cyclique.

0,0
0,0

Exercice 9.

Montrer que le groupe (Z?2,+) n’est pas monogene puis déterminer un ensemble de cardinal le
plus petit possible qui engendre Z2.

Soit (n,m) € Z2. Montrons que ((n,m)) # Z2.
On a ((n,m)) = {(kn,km) | k € Z}, donc, pour tout (p,q) = (kn,km) € ((n,m)) avec k € Z, on
a:
p n|_ _ — _ =
’q m| =P g = knm — knm = 0.

On va ainsi chercher un couple (p, q) de Z? tel que ce déterminant ne s’annule pas : en effet, par
contraposée, celui-ci n’appartiendra pas & ((n,m)).
— ler cas : (n,m) # (0,0). On pose p = m et ¢ = —n. Alors on a :

m n

‘P n| _ non =m2+n? £0.

q m|

Dot (p,q) ¢ ((n,m)). Ainsi, ((n,m)) # Z°.

Intuitivement, on se rend compte que tous les couples du sous-groupe engendré par (n,m)
sont sur la droite vectorielle engendrée par (n,m) dans R? : on va alors prendre un vecteur
a coordonnées entiéres facilement constructible qui n’est pas sur cette droite, par exemple,

ici, un vecteur orthogonal d (n,m)!
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— 2eme cas : (n,m) = (0,0). Ici, on ne va pas utiliser notre déterminant qui s’annulera
toujours comme (n,m) = (0,0). Simplement, on remarque que dans ce cas, ((0,0)) =

{(0,0)} # 2*.

Dans tous les cas, ((n,m)) # Z?2. Ceci étant vrai pour tout couple de Z?2, Z? n’est pas monogene.

De plus, la paire {(1,0),(0,1)} engendre Z? car ({(1,0),(0,1)}) = {n(1,0) + m(0,1) | n,m €
Z} = {(n,m) | n,m € Z} = Z2. On a donc exhibé un ensemble de cardinal 2 qui engendre Z? et
ce cardinal est bien minimal car on a remarqué précédemment qu’aucun ensemble de cardinal 1

n’engendre Z2.

Exercice 10.

Montrer que pour n € N avec n > 3, le groupe (S,,0) des permutations de [1,n] n’est pas
monogene.

Pour n > 3, S, n'est pas un groupe commutatif : en effet, les transpositions 712 et 73 ne
commutent pas. Or, d’apres la proposition 5, tout groupe monogene est commutatif, donc S,
n’est pas monogene.

b. Classification des groupes monogénes

Proposition-Notation 10.

Soit G un groupe et x € G. Alors l'application notée @, : Z — G telle que, pour k € Z :

‘Pm(k) ="

est un morphisme de groupes.

Soit G un groupe et x € G. Pour k, k' € Z, on a :
palk+ k) = " = akah = oy (k) pu ()

donc ¢y, est un morphisme de groupes. O

Théoréme 4.

Classification des groupes monogénes

— Tout groupe monogene infini est isomorphe au groupe (Z,4+). De plus, si G est un
groupe monogene infini engendré par x € G, I'application k + 2* de Z dans G est un
isomorphisme de groupes.
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— Tout groupe cyclique d’ordre n € N* est isomorphe au groupe (Z/nZ,+). B
De plus, si G est un groupe cyclique d’ordre n engendré par z € G, I'application k — =
de Z/nZ dans G est bien définie et est un isomorphisme de groupes.

k

Soit G un groupe monogene. Alors il existe z € G tel que G = (z) = {z* | k € Z}. Considérons
le morphisme de ¢, de la proposition-notation 10. On a

Im(p;) = {p=(k) | k € Z} = {xk |k € Z} = G;

donc ¢, est un morphisme surjectif.

Comme ¢, est un morphisme de groupes, alors Ker(p,.) est un sous-groupe de Z. Ainsi, d’apres la
caractérisation des sous-groupes de Z (Théoréme 2), il existe un unique n € N tel que Ker(¢,) =
nZ. On a donc 'alternative suivante :

e n = 0. Alors Ker(p,) = {0}, d’out ¢, est injective, et donc ¢, est un isomorphisme de
groupes. Ainsi, G est isomorphe a (Z,+).

e n > 0. Alors Ker(p,) = nZ # {0}, donc ¢, n’est pas injective.
Soit o € Z/nZ et p,q € a. Alors on a p — q € nZ = Ker(yp,) donc

¢z(p) = px(q)-

Ainsi, ¢, est constante sur chaque classe d’équivalence de Z/nZ. Par suite, on peut définir
I’application :
G| Z/nZ — G
a = g(p)(=2F) oupea
Alors
e ¢, est un morphisme de groupes. En effet, comme ¢, est un morphisme de groupes,
pour tous p,q € Z, on a :

Pz(P+7) = Pz(p+q) = 0o (P + @) = z(P)9z(q) = Pz(P)Pz(q)-

e o, est surjectif. En effet, pour tout y € (), comme ¢, est surjective, il existe k € Z
tel que y = @, (k) et B
Yy = eu(k) = 0 (k).
Donc k est un antécédent de y par @,.

e (. est injectif. En effet, si k € Ker($,), alors
e = @u(k) = ¢a(k),

donc k € Ker(¢,) = nZ. Par suite, k = 0 mod n, d’ou k = 0.
Il en résulte que Ker(g,) = {0}.

Par suite, @, est un isomorphisme de groupes. Ainsi, G est isomorphe & (Z/nZ,+).

O
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Exemple 4.

Soit n € N*. Le groupe (U,,.) est isomorphe & (Z/nZ,+).

En effet, U, = (ei%’r) et #U,, = n; donc, d’apres le théoréme précédent, (Uy,,.) est isomorphe &
(Z/nZ,+). De plus, un isomorphisme de Z/nZ dans U,, est donné par :

c 2k

ks eln.

Exercice 11.

3n p3n—l

Montrer que G = {( 0 3n

> |n e Z} est un sous-groupe de GL2(R) isomorphe a Z.

n n—1
Pour n € Z, on note 4,, = (30 n33n )

On a, pour tous n,m € Z :

A4 o (3"3™ BT xm3TT £ a3t (37 (o m)3n
0 3ngm ~ Lo grtm s

Par suite, par récurrence sur N, on obtient, pour tout n € N, A} = A, ; puis, pour m € Z, en
remarquant que A,,A_,, = Ag = I, on déduit que A,, est inversible d’inverse A_,, et ainsi,
pour tout n €N, A7" = (A1 =A1=A4_,.
I en résulte que, pour tout n € Z, A} = A,
Par suite, on a

(A1) ={AT |neN}={A4, |ne N} =G.

Donc G est engendré par A; = <3 é) et donc G est monogene.

De plus, comme pour tous n,m € Z avec n # m, on a 3" # 3™ ; donc A, # A,,. Ainsi, G est
infini et monogene donc, d’apres le théoréme de classification des groupes monogenes (Théoréme
4), il est isomorphe & Z.

Remarque : bon, cette correction est quelque peu “surfaite” dans le sens ou elle veut illustrer le
théoréme de classification des groupes monogénes. Il serait plus direct et méme plus rapide de
montrer que 'application n — A, est un isomorphisme de groupes de Z dans G (d’ailleurs tous
les calculs qu’on a fait ici le prowvent, hormis la surjectivité qui est immédiate).

c. Les générateurs de Z/nZ

On a vu précédemment que Z/nZ est engendré par {1}. Dans ce paragraphe, on va caractériser les
éléments de Z/nZ qui, comme 1, engendre Z/nZ. Pour cela, nous avons besoin d’un théoréme vu en Sup’,
trés important en arithmétique : le théoreme de Bézout. Rappelons ici son énoncé et sa démonstration.
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Proposition 11.| Relation de Bézout

Soit a,b € Z non tous nuls. On pose d = pged(n, m). Il existe u,v € Z tels que :

au + bv = d.

La démonstration vue en Sup’ de ce résultat est basée sur la remontée de l'algorithme d’Euclide.

Mais on peut en donner une autre démonstration, non constructive cette fois, qui repose sur la
caractérisation des sous-groupes de 7. (Théoréme 2).

D’apres la question 2 de l'exercice 4, on a I’égalité :

aZ + bZ = dZ.

Ord=dx1e€dZ=aZ+ bZ, donc il existe u,v € Z tels que d = au + bv.

Théoreme 5.) Théoréme de Bézout

Soit a,b € Z. Les entiers a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe u, v € Z tels
que

au + bv = 1.

(=) On suppose a et b premiers entre eux. Alors pged(a, b) = 1, donc, d’apres la proposition
11 (Relation de Bézout), il existe u,v € Z tels que au + bv = 1.

(<) On suppose qu’il existe u,v € Z tels que nu + mv = 1. Pour tout diviseur d positif
commun de a et b, on a d divise au + bv = 1; donc d = 1.

Par suite, pged(a,b) = 1 et donc a et b sont premiers entre eux.

O

Proposition 12.

Soit n € N* et k € Z. La classe k est un générateur de Z/nZ si, et seulement si, k et n sont
premiers entre eux.

e (=). On suppose que Z/nZ = (k). Alors il existe u € Z tel que
uk = 1.
Par suite, uk = 1 mod n, et donc, il existe v € Z tel que
uk +ovn = 1.

D’apres le théoreme de Bézout (Théoréme 5), il en résulte que k et n sont premiers entre
eux.
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e (<). On suppose que k et m sont premiers entre eux. D’aprés le théoreme de Bézout
(Théoreme 5), il existe u,v € Z tels que :

uk +ovn = 1.
Par suite, pour tout p € [0,n — 1],
p = puk + pun,
d’ou, si on note ¢ = pu, p = puk = gk mod n i.e.
p = qk.

Par suite, k engendre Z/nZ.

5. Ordre d’un élément

Définition 4.| Ordre d’un élément

Soit G un groupe et x € G. On dit que x est d’ordre fini, ou encore que = est un élément de
torsion, si le cardinal de (z) est fini.

Dans ce cas, on appelle ordre de z et on note o(x) le nombre entier naturel :

Si x n’est pas d’ordre fini, on dit que x est d’ordre infini et on note o(z) = +o0.

Exemple 5.

— Dans un groupe G d’élément neutre e, e est d’ordre fini égal a 1 et c’est le seul élément
d’ordre 1.

— Dans un groupe G fini, tout élément est d’ordre fini, inférieur au cardinal de G.

— Dans Z, tout entier non nul est d’ordre infini.

— Dans Z/12Z, par exemple : o(1) = 12; 0(3) = 4; o(6) = 2.

-1 0

0 1

— Dans GLQ(Z), ( 0 1

> est d’ordre 2 et <1 1) est d’ordre infini.

— On a () = {e} donc e est d’ordre fini égal a 1. Puis, pour tout z € G avec = # e,
{e,z} C (z); dou 2 < o(z).

— Pour tout z € G, on a (z) C G donc G étant un ensemble fini, (x) est fini et on a de plus
o(z) < #G.

— Pour tout n € Z ~ {0}, on a (n) = nZ et nZ est un ensemble infini car n # 0, d’ou
o(n) = +oo.

— Plagons dans Z/12Z. On a :
x (1) = Z/12Z donc o(1) = 12;
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0,3,6,9} donc o(3) = 4;
0,6} donc o(6) =

aonco(( %)) =26
(o =1 7)<}
e © ((é })) — oo,

Théoréme 6.) Caractérisation de l’ordre d’un élément

Soit G un groupe et x € G un élément d’ordre fini n € N*.
i) Pour tout k € Z, zF = e si, et seulement si, n divise k.

ii) Le nombre n est le plus petit entier naturel non nul qui vérifie 'égalité 2% = e ot k est
un entier relatif.

On note H = (z). Alors, comme z est d’ordre fini n, H est un groupe cyclique d’ordre n, il est
donc isomorphe & Z/nZ et ¢ : k — x* un isomorphisme de Z/nZ dans H d’aprés la classification
des groupes monogenes (Théoréme 4).

Pour tout kK € Z, on a :
*=eopk)=eckecKer(p)={0} k=0,

d’ou :
¥ =e o kenZie n divise k.

De plus, n étant le plus petit multiple strictement positif de n, n est la plus petit solution entiere
non nulle de I’équation ¥ = e d’inconnue k € Z. O

Méthode : détermination de 'ordre d’un élément x dans un groupe G.

En vertu de la proposition précédente, on peut déterminer I'ordre de x en résolvant ’équation
2% = e d’inconnue k € N* : Pordre de z est alors le plus petit élément de I’ensemble des solutions

de cette équation (attention : dans N*!)
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Exercice 12.

Soit G un groupe et x un élément d’ordre fini n.
1. Soit d € N tel que d|n. Quel est I'ordre de x??

2. Soit p € N. Quel est 'ordre de zP ?

1. Il existe ¢ € N tel que n = dq. Alors on a, pour tout k € Z :

dk

(zHf =e & 2% =e o n|dk & dg|ldk < qlk

Ainsi, (z9)* = e < k € qZ et q est le plus petit entier naturel non nul de I’ensemble ¢Z
donc o(z?) = ¢ =n/d.

2. On pose d = pged(p,n), n' =n/d et p' = p/d. Alors n’ et p’ sont premiers entre eux, donc,
d’apres le lemme de Gauss, on a, pour tout k € Z :

(P =e & 2P =¢ & nlpk < Wdp'dk < )Pk & 1|k

Ainsi, (2P)* =e < k € n'Z et 0’ est le plus petit entier naturel non nul de I’ensemble n'Z
donc o(2?) = n/d (= ppem(p,n)/p).

Proposition 13.

Soit G un groupe fini. Alors tout élément = de G est d’ordre fini et o(x) divise #G.

Pour tout € G, on a (z) C G, donc o(z) = #(z) < #G d’ou x est d’ordre fini. Soit =z € G.

Mountrons o(x) divise #G. Démonstration dans le cas ot G est commutatif.

Notons n = #G. L’application g — xg est une bijection de G dans G (en effet, g — 27 1g est la
réciproque de cette application) donc, on a, par le changement bijectif d’indice g = zh :

Hg:Hxh:x"Hh,

geG heG heG

Donc z™ = e. Par suite, o(z)|n. O

Remarque 5.

La démonstration proposée pour le résultat précédent est astucieuse et n’est valable que dans
le cas particulier ot G est commutatif.

Pour la démonstration dans le cas non commutatif, on prouve en fait un énoncé plus général
et tres utile : le théoreme de Lagrange. Celui-ci affirme que l'ordre de tout sous-groupe d’un
groupe de cardinal fini divise I’ordre du groupe.

Ce résultat n’est pas explicitement au programme (on ne peut donc pas l'utiliser dans nos
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raisonnements, contrairement a la proposition précédente qui en est un cas particulier) mais
c’est un grand classique de la théorie des groupes finis. On en propose un plan de démonstration
dans 'exercice suivant.

Exercice 13. Théoréme de Lagrange

1. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X.

(a) Montrer que deux classes d’équivalence de R sont soit disjointes, soit égales.

(b) En déduire que la famille des classes d’équivalence de R forment une partition de X.

2. (a) Soit (G, ) un groupe et H un sous-groupe de G. Montrer que la relation ~ définie,
pour z,y € G, par :
T~y e xlyeH,

est une relation d’équivalence sur G.

(b) En déduire le théoréme de Lagrange :

Théoréme de Lagrange

L’ordre de tout sous-groupe d’un groupe d’ordre fini divise [’ordre du groupe.

1. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X.

(a) Soit C,C" deux classes d’équivalence de R. Si C' N C’ # @ alors il existe z € C N C’
d’oti, par définition, C = Cl, = C".
D’ou l'alternative.

(b) Les classes d’équivalences sont non vides par définition et disjointes. De plus, pour

tout z € X, x € Cl, donc la famille des classes d’équivalence forme une partition de
X.

2. (a) Montrons que ~ est une relation d’équivalence sur G.
— Réflexivité. Soit x € G. On a ™'z = e € H car H est un sous-groupe de G. D’oil
T o~ .

— Symétrie. Soit x,y € G. On suppose x ~ y ie z 'y € H. Alors y~'a =
(x71y)~! € H car H est un sous-groupe de G. D'ott y ~ .

— Transitivité. Soit x,y,z € G. On suppose * ~ yety ~ zie z 'y € H et
y~lz € H. Alors 2712 = (27 1y)(y~'2) € H car H est un sous-groupe de G. D’out
T o~ Z

Il en résulte que ~ est une relation d’équivalence sur G.

(b) Soit (G,-) un groupe fini et H un sous-groupe de G. D’aprés la question 1b et 2a,

I’ensemble des classes d’équivalence de la relation d’équivalence ~ forme une partition
de G et est fini (car G est fini) de cardinal disons k € N*.
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De plus, pour z € G, on a :
Cl,={yeGlz ~y}={ycG|z'ycH={yecG|ycazH} =zH,

et de plus, 'application g — zg est bijective de G dans G donc #Cl, = #xzH = #H.
Par suite, si C1,...,C) est la liste exhaustive des classes d’équivalence deux a deux
différentes de la relation d’équivalence ~, on a :

k k
#G—#<UC¢>—Z@—kX#H.

i=1 =1 g

Il en resulte que #H divise #G.
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Partie *xx

Rappels de Sup’ sur les anneaux

1. Structure d’anneau
a. Définitions et exemples

Définition *x1.] Anneau

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne sur + et -. On dit que le triplet
(A, 4+, ") est une structure d’anneau, ou plus simplement A est un anneau (muni des lois +
et -), si:

i) (A4,4) est un groupe commutatif d’élément neutre 04 ;

ii) la loi - est associative;

iii) Distributivité : pour tous a,b,c € A,

a.(b+c)=ab+ac et (b+c)a=ba+ca

iv) Unité : la loi - posseéde un élément neutre noté 14 et appelé unité de A.

On dit de plus qu’un anneau A est commutatif si la loi - est commutative.

Définition *x2.] Corps

Un anneau (A4, +, -) commutatif tel que (A~ {04},-) est un groupe est appelé un corps.

Remarque *x1.

— Un anneau A est dit trivial si 04 = 14. Dans ce cas A = {04}.

— 11 découle de la définition qu’'un corps ne peut pas étre un anneau trivial.

Exemple *x1.

— Z,Q,R et C sont des anneaux commutatifs munis de I’addition et de la multiplication des
nombres. Les anneaux Q, R et C sont méme des corps munis de ces opérations.

— R[X], C[X] sont des anneaux commutatifs munis de Paddition et de la multiplication des
polynémes.

— Soit n € N, M,(R) et M, (C) sont des anneaux non commutatifs (sauf pour n = 1) munis
de ’addition et de la multiplication des matrices.

— Soit E un espace vectoriel. L(E) est un anneau non commutatif (sauf si E est de dimension
inférieure ou égale & 1) muni de 1’addition et de la composition des applications.
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b. Anneaux intégres

Définition *x3.) Anneau inteégre

Soit A un anneau. On dit que A est intégre si, pour tous a,b € A,

ab=04 = a=040ub=04.

Remarque *x2.

— Dans un anneau, un élément a # 04 est un diviseur de zéro s’il existe b # 04 tel que
ab= OA.

— Dans un anneau integre, tout élément a # 04 est régulier pour la loi - i.e. pour tous
r,y €A ar=ay =z =1y.

Exercice xx1.

1. Parmi les exemples d’anneaux précédents, lesquels sont intégres et lesquels ne le sont pas?

2. Donner un exemple d’anneau commutatif non trivial qui n’est pas integre.

1. — Z,Q,R et C sont integres.
— R[X], C[X] sont integres.
— Soit n € N, M,,(R) et M, (C) ne sont pas integres.

— Soit E un espace vectoriel. L(F) n’est pas integre.

2. On considére F(R,R) muni de la 'addition et de la multiplication des fonctions. Alors,
(F(R,R),+, ) est un anneau commutatif mais n’est pas intégre : si on considére A, B C R
non vides et disjoints, alors le produit des fonctions indicatrices de A et B est la fonction
nulle.

2. Sous-anneaux

Définition **4.) Sous-anneau

Soit (A, +,+) un anneau et B C A. On dit que B est un sous-anneau de A si :
i) B un sous-groupe de (A, +);
ii) B est stable par - i.e. pour tout a,b € B, a.b € B.
iii) L’unité 14 de A appartient & B.
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Remarque *x3.

Si (A, +,-) est un anneau et B C A est un sous-anneau de A, alors (B, +,-) est un anneau.

Définition *x5.) Sous-corps

Soit (K, +,-) un corps et L C K. On dit que L est un sous-corps de K si L est un sous-anneau
de K qui est un corps.

Proposition *x1.| Caractérisation des sous-anneaux

Soit (A, +,+) un anneau et B C A. L’ensemble B est un sous-anneau de A si, et seulement si,
i) 14 € B;
ii) pour tous z,y € B,z —y € B;
iii) pour tous z,y € B, x.y € B.

o (=). Immédiat;
o («<). Il suffit de montrer que 04 € B. On a, d’aprés i), 14 € B et d’aprés ii)

0p=14—-14 € B.

Exemple *x2.

— R est un sous-corps de C, Q est un sous-corps de R et Z est un sous-anneau de Q.

— L’ensemble des matrices diagonales est un sous-anneau de M, (R).

Exercice *x2.

1. Montrer que Z +iZ = {n+ im | n,m € Z} est un sous-anneau de C;

2. Montrer que Q 4+ v2Q = {p + v/2q | p, ¢ € Q} est un sous-corps de R.

1. i) Onal=_1 +i. 0 €Z+iZ.
~— ~—~—
€z €z
ii) Soit x =n+im,y=n'+im' € Z+iZ. On a :
xr—y =n+im—(n +im')
n—mn'+i(m—m')
N~ ——
€Z €7
Donc x —y € Z + iZ.
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iii) Soit z =n+im,y=n'+im' € Z+iZ. On a :
zy = (n+im).(n' +im’)
nn' —mm’ +i (nm’ +n'm)
— —
S €z
Donc z.y € Z + iZ.

Il en résulte que Z + iZ est un sous-anneau de C.

2. i)Onal=_1 +/2. 0 €Q++2Q.
€Q €Q
ii) Soit z =p++v2¢,y=p' +v2¢ € Q++v2Q. On a:
r—y =p+v2-©+v2)
p—P +v2(q¢—¢)
€Q €Q
Donc =z — y € Q + v2Q.
iii) Soit z = p+v2¢,y =p' +v2¢ € Q++v2Q. On a :
vy = (+v29).(0' +V2¢)
pp' + 294’ +V2 (pg' +1'q)
€Q €Q
Donc z.y € Q + v/2Q.
Il en résulte que Q++/2Q est un sous-anneau de R. Montrons que Q++/2Q est un corps. Soit

z =p+v2¢ € Q+2Q avec p, q # 0. Alors en particulier, z € R* : en effet, Q + v/2Q C R
et p+1/2q # 0 car sinon le rationnel p serait égal a I'irrationnel —v/2q ce qui est impossible.

Ainsi on a :
11 1 p—V2q p —q
1
T p+vV2q PP-2¢7 p?-2¢° p? —2¢° . &
€Q €Q

Par suite, tout élément non nul est inversible. Il en résulte que Q + v/2Q est un corps et
donc un sous-corps de R.

3. Inversibles d’un anneau

Définition *x6.) Groupe des inversibles

Soit (A, +,-) un anneau. On appelle groupe des inversibles (ou groupe des unités) et on
note A* (ou U(A)) ensemble des éléments inversibles de (A4, -).

Proposition *x2.

Soit (A, +, ) un anneau. Le groupe des inversibles A* muni de la loi - est un groupe.
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Montrons que - est une loi de composition interne sur A* : pour tous z,y € A*, x,y sont
inversibles et

(zy)-(y'a™h) = 14,
donc zy est inversible, d’ou zy € A*. Par suite - est bien une loi de composition interne sur
x,y € A*.
i) La loi - est associative car (A, +,-) est un anneau;

ii) 14 est I’élément neutre de - donc il suffit de vérifier que 14 € A*. En effet on 14.14 = 14
donc 14 est inversible d’ou 14 € A™;

iii) Tout élément z de A est inversible par définition et x~! étant également inversible, il
appartient a A*.
Donc (A%, ) est un groupe O

Exemple *x3.
— 7% ={-1,1}; R* =R*; C* = C*;
— K[X]* =K*;
— M, (K)* = GL,(K)

4. Morphismes d’anneaux

a. Définition

Définition *x7.] Morphisme d’anneaux

Soit A, B deux anneaux et f : A — B une application. On dit que f est un morphisme
d’anneaux si :

+y)=f(@)+ f(y);
ii) pour tous z,y € A, f(xy) = f(z)f(y);
it) f(14) = 1.
Un morphisme d’anneaux bijectif est appelé un isomorphisme d’anneaux.

i) pour tous z,y € A, f(z

Exercice xx3.

1

Soit A un anneau non trivial et u € A*. Montrer que ¢, : x — uru~ " est un isomorphisme

d’anneaux.

b. Noyaux, images et sous-anneaux
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Définition *%8.) Noyau/Image

Soit A, B des anneaux et f: A — B un morphisme d’anneaux.

— Le noyau de f est le sous-ensemble de A
Ker(f) = {a € A| f(a) = 05}.

— L’image de f est le sous-ensemble de B

Proposition *x3.

Soit A, B des anneaux et f : A — B un morphisme d’anneaux. L’ensemble’ Im(f) est un
sous-anneau de B.

i) 1p = f(1a) € Im(f);
ii) pour f(z), f(y) € Im(f) avec z,y € A,

f(@) = f(y) = f(z —y) € Im(f);

iii) pour f(z), f(y) € Im(f) avec z,y € A,
f@)f(y) = f(zy) € Im(f).

Donc Im(f) est un sous-anneau de B. O

Remarque *xx4. ATTENTION!

Contrairement au cas des groupes ou le noyau d’un morphisme est un sous-groupe, le noyau
d’un morphisme d’anneaux n’est JAMAIS un sous-anneau de ’anneau de départ
(& moins que 'anneau d’arrivée ne soit trivial).

En effet, si B # {0p}, 14 ¢ Ker(f) car f(14) = 1p # 0p. Ainsi, Ker(f) ne peut pas étre un
sous-anneau puisqu’il ne contient pas 14.

c. Morphismes et groupes des inversibles

Proposition xx4.

Soit A, B des anneaux. Si f : A — B est un morphisme d’anneaux alors f induit un morphisme

de groupes de A* dans B*.
En particulier, si A et B sont isomorphes en tant qu’anneaux, A* et B* sont isomorphes en
tant que groupes.
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Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et g = f|4x. Pour tout a € A*, il existe b € A tel que
ab =14 d’ou, f étant un morphisme d’anneaux :

9(a)g(b) = f(a)f(b) = f(ab) = f(14) = 18,

et donc g(a) € B*.
Par suite, g est une application de A* dans B* et, et pour tout a,a’ € AX, comme f est un
morphisme d’anneau, on a :

g(aa’) = f(aa’) = f(a)f(a') = g(a)g(a’),

donc g est un morphisme de groupes.
De plus, si f est un ismorphisme d’anneaux, f~! lest aussi et leur restriction & AX et BX
respectivement sont des morphismes de groupes réciproque 'un de l'autre, d’ou A* et B* sont

isomorphes en tant que groupes dans ce cas. O
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Partie B

Compléments sur les anneaux ; idéaux

1. Structure d’anneau produit

Définition-Proposition 5. Structure d’anneau produit

Soit n € N*, Aq,..., A, des anneaux. On note A = A; X ... X A,. On considere les lois de
composition suivantes sur A : pour = (1, ..., Zn),y = (Y1, -, Yn) € 4,

T+y= (x1+~~~+ynaxn+m+yn) et x~y=($1~y17~«7$n~yn)'

Alors A muni de ces lois est un anneau et :
e L’élément nul de A est 04 = (04,,-..,04, ).
e L'unité de A est 14 = (14,,...,14,).

L’anneau A est appelé anneau produit des anneaux Ay, ..., A,.

— (A, +) est un groupe commutatif d’élément neutre 04 = (04,,...,04,) comme groupe
produit des groupes commutatifs (A1, +),...,(An, +).

— La loi - est associative par associativité des lois multiplicatives de Aq,..., A,,.
— Distributivité : Soit © = (X1, ...;n), ¥ = (Y1, -+, Yn), 2 = (21,...,2n) € A, alors :

z(y+2) =1, Tn)-(Y1 + 215 ooy Yn + 21n)
= (z1-(y1 + 21); -+, Tn-(Yn + 2n))
= (Z1.y1 + T1.21, ooy T Y + Tpp-2n)
= (X1Y1y ooy TnYn) + (1.2, ooy T o2p)

( '7xn)'(y1,“'ayn)+($17"'axn)'(zlv"'vzn)

et de méme
(y+2)x=yx+zx

— Pour tous z = (z1, ..., z,) € A,

xla = (x1,.0xn)-(lag,..1a,)
(:Ul lAl,.. (En.lAn)
= (£1, 0y )
=X
= 14,21,y 14, .Tp)
= (1,41,.. a,)(T1, s Tp)
=14
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donc z.14 =z = 1 4.2 donc 14 est ’élément neutre pour la multiplication.

Il en résulte que (A, +,-) est un anneau. O

Proposition 14.

Soit n € N* Aq,..., A, des anneaux et on considére I’anneau produit A; X ... x A,. On a :

(Ap x o x Ap) = AF x ... x A%,

On a (ay,...,an) € (A; X ... x A,)” si, et seulement si, il existe (by,...,b,) € A1 X ... x A, tel
que (a1, ..., @n).(b1y..e; b)) = (Lay, ..., L4, ) si, et seulement si, il existe a; € A,...,b, € A, tels que
a1.by =14, ,yap.by, = 14, si, et seulement si, (a1, ...,a,) € A x ... x AX. O

Exercice 14.

Soit n € N*, Aq,..., A, des anneaux. Montrer que A = A; X ... X A, est commutatif si, et
seulement si, A1, ..., A, sont commutatifs.

Soit x1,y1 € A1,eeesTiny Yn € Ap. On a :
(@15 ey @) (Y1y ey Yn) = (Y15 ooy Yn)-(T1, oy Tn),

si, et seulement si,
(Ilyh cee znyn) = (ylxla ey ynzn)a

si, et seulement si,
L1Y1 = Y121 5 -5 T1Yn = Ynd1.

2. Idéaux d’un anneau commutatif
a. Définition et premiéres propriétés

Définition 6. Idéal d’un anneau commutatif

Soit A un anneau commutatif et I C A. On dit que I est un idéal de A si :
i) I est un sous-groupe de (4, +);
ii) I est stable par multiplication par les éléments de A, i.e. pour tout x € I et tout a € A,

za € 1.
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Exemple 6.

Soit A, B des anneaux commutatifs.
— Aet {04} sont des idéaux de A.

— Pour f: A — B un morphisme d’anneaux, Ker(f) est un idéal de A.
— Pour n € Z, nZ est un idéal de I'anneau (Z, +, x).

— L’ensemble I = {f € F(R,R) | V2 € Ry, f(x) = 0} est un idéal de l'anneau
(FR,R),+, x).

— A est un sous-groupe de (A, +) qui est un groupe par définition et il est stable par produit
car - est une loi de composition interne sur A ; d’ot A est un idéal de A. L’ensemble {04}

est un sous-groupe de (A, +) car 04 est 'élément neutre de + et il est stable par produit
avec les éléments de A car, pour tout a € A, 04.a =04 ; d’ott {04} est un idéal de A.

i) Ker(f) est un sous-groupe du groupe (A, +) comme image réciproque de {Op} par f.

ii) Soit x € Ker(f) et a € A; on a:

f(za) = f(z)f(a) = 0pf(a) = OB,
donc za € Ker(f).
Ainsi Ker(f) est un idéal de A.
i) nZ = (n) est un sous-groupe du groupe (Z, +).
ii) Soit nk€nZ et a € Z;on a :

(nk)a = n(ka) € nZ,

donc (nk)a € nZ.
Ainsi, nZ est un idéal de Z.

On peut bien-siir montrer que I est un idéal de F(R,R) avec la définition mais on peut
également remarquer que I'application r : f — fig,, qui & une fonction de R dans lui-
méme associe sa restriction a R, est un morphisme d’anneaux de F(R,R) dans F(R,R)
et que I = Ker(r) est ainsi un idéal de 7 (R, R) comme noyau d’un morphisme d’anneaux
d’apres ce qui précede.

Exercice 15.

Soit A un anneau et I un idéal de A.

1. Montrer que si 14 € I, alors I = A.

2. Soit u € A*. En déduire que si u € I, alors [ = A.

1. On suppose 14 € I. On a I C A. Montrons A C I. Soit a € A. Alors

1y .. a €1.
~— =
€l €A
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Donca € I;dou ACI.
Il en résulte que I = A.

2. Siwu € I, alors

lu= u .utel
~—
el €A

Donc d’apres la question précédente I = A.

Proposition 15.| [mage réciproque d’un idéal

Soit A, B des anneaux commutatifs, f : A — B un morphisme et J un idéal de B. L’ensemble
f7Y(J) est un idéal de A.

i) f~1(J) est un sous-groupe du groupe (4, +) comme image réciproque du sous-groupe .J
de (B, +) par f.
ii) Soit x € f~1(J)eta€ A;ona:

f(za) = f(z) fla) € J
~—

cJ €B

donc za € f~1(J).
Donc f~1(J) est un idéal de A.

Remarque 6.

Avec la proposition précédente, on retrouve donc que le noyau d’un morphisme d’anneaux est
un idéal de 'anneau de départ.

Proposition 16.| Intersection d’idéaux

Soit A un anneau commutatif.
Toute intersection d’une famille d’ideaux de A est un idéal de A.

Soit K un ensemble et (Ij)rcx une famille d’idéaux de A.

L’ensemble I = ﬂ Ij, est un sous-groupe de (A,+) comme intersection de sous-groupes de
keK

(A, +).

Soit z € I et a € A. Pour tout k € K, x € I} qui est un idéal de A, donc za € I;. Par suite,

za € I.

Il en résulte que I est un idéal de A. O
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b. Idéaux engendrés et idéaux principaux

Définition-Proposition 7.

Soit A un anneau commutatif et X C A. On appelle idéal engendré par X ’ensemble :
I'=Nyez, JouZx ={Jidéalde A| X C J};

autrement dit, I est I'intersection de tous les idéaux contenant X.

L’idéal engendré par X est le plus petit idéal contenant X.

I est un idéal comme intersection d’idéaux et comme X C J pour tout J € Ty, X C I.
Par suite, I est le plus petit idéal contenant X ; en effet, I est inclus dans tous les idéaux contenant
X car il est défini comme leur intersection. O

Définition-Proposition 8.

Soit A un anneau commutatif et x € A. L’idéal engendré par le singleton {z} est égal & l'en-

semble :
zA={za|a€ A} (=Azx={ax|ae€ A}).

L’élément x est appelé générateur de 'idéal xA engendré par {z}.

On note I, = ﬂJez{ , J l'idéal engendré par {z}. Montons que I, = zA.

I, CxA:

Comme I, est contenu dans tous les idéaux contenant x, montrons que Az est un idéal contenant
T

Onax=uxl1y € zA donc A contient x.

On vient de voir que A est non vide (on aurait pu également voir que 04 = 2.04 € zA) et pour
tous za,xzb € xA avec a,b € A, on a, par distributivité de - par rapport a + :

za—zb=1x(a—0b) € A

donc zA est un sous-groupe de (A, +).
De plus, pour tout b € A et tous xza € xA avec a € A, par associativité de - :

(xa).b = z.(ab) € zA.

Il en résulte que A est un idéal de A qui contient = donc I, C zA.

TAC I, :

Soit za € A ou a € A. Comme I est un idéal et que = appartient & I, par stabilité de I, par
multiplication par les éléments de A, on a xa € I,. D’ou zA C I,.

Conclusion : on a I, = 2A = {za | a € A}. O
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Définition 9.

Soit A un anneau commutatif.

— On dit qu'un idéal de A est principal s’il est engendré par un singleton.

— On dit que 'anneau A est principal si A est integre et si tous ses idéaux sont principaux.

Exemple 7.

— Pour n € Z, 'ensemble nZ des multiples de n dans Z est 1’idéal principal engendré par

{n}.

— Les anneaux Z et K[X] sont principaux.

— On a nZ = {nk | k € Z} est bien I'idéal engendré par {n}

— Nous démontrerons ces résultats dans la suite (Corollaires 2 et 8).

c. Somme d’idéaux

Notation 2.

Soit A un anneau commutatif.

Pour n € N* et Iy,...I, C A, on appelle somme de I, ...I,, et on note I1 + ... + I,,, ou encore
n
ZI’“ I’ensemble :

k=1

Lh+.. .+, ={z1+...+z, | VE€[1,n], xp € I;}.
Remarque 7.

Par commutativité et associativité de I'opération + dans A, I'ordre des termes dans la somme
I + ...+ I, n’est pas importante et on a Iy + ... + I, = (I1 + ... + I,—1) + L.

Proposition 17.

Une somme finie d’idéaux d’un anneau commutatif est un idéal de cet anneau.

Soit A un anneau commutatif, n € N* et Iy, ..., I,, des idéaux de A. On note I = I + ... + I,,.
i) D’apres la proposition 4, I + ... + I, est un sous-groupe de (A, +).

ii) Soit « = 1 + ... + 2, € I avec, pour tout k € [1,n], 25 € I et a € A. On a, par
distributivité de x par rapport a + :

za = (z1+ ... +zp)a =z10 + ... + THa.
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Or, pour tout k € [1,n], I} est un idéal de A donc xpa € Iy, d’ou :
ra=x1a+..+xpa €l +...+1,=1.

Il en résulte que I est un idéal de A. O

Proposition 18.

Soit A un anneau commutatif, n € N* et Iy, ..., I,, des idéaux de A.

L’ensemble la somme I; + ... + I,, est I'idéal engendré par U 1.
k=1

n
On note J l'idéal engendré par U Ipet I =11+ ...+ 1,.
k=1
Pour tout j € [1,n], on a 04 € I car I; est un idéal de A donc, pour tout k € [1,n] et tout

Ty € I, on a :
Tr=0a44+.. 404 +2,+01+... 404 €1 + ... + 1.

Dou Jy_ I C I + ... + L.
Par suite, I étant un idéal et J étant le plus petit idéal contenant | J;_, I, on a J C I.

De plus, J étant un sous-groupe de (4, +), pour tout * = x1 + ... + =, € I avec, pour tout
kell,n], 2y € xy,onaz =121+ ..+2, €J. Dou I CJ.

Il en résulte que I = J. O
Dans ’exercice suivant, on propose une preuve plus "directe” qu’une somme finie d’idéal est un idéal.

Exercice 16.

Soit A un anneau commutatif.

1. Montrer, de maniere directe, que si I, J sont des idéaux de A, alors I 4+ J est un idéal de

A.

2. En déduire, en utilisant un raisonnement par récurrence, que toute somme finie d’idéaux
de A est un idéal de A.

1. Montrons que I + J est un sous-groupe de (A, +). On a

0= 04 + 04 el +J
—~—
el eJ
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car I, J sont des sous-groupes de (A4,+); et pour tous x =x; + x5,y =yr +ys € I + J,

r—y=xr+x;—(yr+ys) = (er—yr)+(x;—ys) €I+ J,
el eJ

car I, J sont des sous-groupes de (4, +);
Donc I 4 J est un sous-groupe de (A4, +)
Soit x =x;y+ x5 €I+ J et a€ A. Par distributivité, on a :

za= (zr+z5)a=(zra)+ (xya) € I+ J,
—— N

el eJ

car I, J sont stables par multiplication par les éléments de A.

Il en résulte que I + J est un idéal de A.

2. Pour n € N*, on note P,, ="Pour tous Iy, ..., I, idéaux de A, I = I; + ... + I,, est un idéal
de A”. Montrons, par récurrence sur N*, que, pour tout n € N*, la propriété P,, est vraie.

— Initialisation. Soit I; un idéal de A. Alors Zizl I, = I; est un idéal de A.
Par suite, P; est vraie.

— Hérédité. Soit n € N*. On suppose P,, vraie.
Soit Iy, ..., I 41 des idéaux de A. Alors, par hypothese de récurrence, J = I1 + ... + I,
est un idéal de A.
Par suite, on a :

I=h+..4+Liv=0O+...+ L)+ Iy =J+ I,

d’ou I est un idéal de A comme somme de deux idéaux de A (question 1).
Par suite, P, 41 est vraie.

Ce qui achéve le raisonnement par récurrence. Il en résulte que, pour tout n € N*, P, est
vraie.

3. Divisibilité, PGCD et PPCM

a. Divisibilité dans un anneau commutatif intégre

Définition 10., Diviseur et multiple

Soit A un anneau commutatif integre et x,y € A.
— On dit que z divise y et on note x|y 'il existe a € A tel que y = za.

Dans ce cas, on dira également que x est un diviseur de y ou encore que y est un
multiple de z.

— On dit que z et y sont associés dans A si z|y et y|x.
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Proposition 19.| Caractérisation de la divisibilité en terme d’idéaux

Soit A un anneau commutatif intégre et 2,y € A. On a z|y si, et seulement si, yA C zA.

e (=). On suppose z|y. Alors il existe a € A tel que y = za. Soit ya’ € yA. Alors
ya' = (za)a’ = x(ad") € TA,

car A est stable par -. Donc yA C zA.

e (<). On suppose yA C zA. Alors en particulier, y = y.14 € yA C A donc il existe a € A
tel que y = za. D’ou zly.
O

Corollaire 1.

Soit A un anneau commutatif intégre et x,y € A. Les éléments = et y sont associés dans A si,
et seulement si, ils engendrent le méme idéal i.e. zA = yA.

On a xA = yA si, et seulement si, A C yA et yA C xA si, et seulement si, d’apres la proposition
précédente, y|z et x|y. O

Proposition 20.

Soit A un anneau commutatif inteégre et z,y € A. Les éléments x et y sont associés dans A si,
et seulement si, il existe u € A* tel que y = zu.

L’ensemble des éléments associés & « dans A est 'ensemble zA* = {zu | u € A*}.

e (=). On suppose z|y et y|x. Alors il existe u,v € Z tels que y = zu et © = yv. Ainsi, on a
par exemple, = x(uv) d’ott (14 — uv) = 04. Or A est un anneau intégre, donc :

zr=040uly —uv=04.

ler cas : © = 04. Alors y = 04 et par exemple, y = x.14 avec 14 € A*.
2eme cas : 14 —uv = 04. Alors uv = 14 donc u est inversible dans A d’inverse v.

Dans tous les cas il existe u € A* tel que y = zu.
e («). On suppose qu’il existe u € A* tel que y = zu. Alors y = zu et x = yu~' donc |y

et y|z.
O

b. Notion de PGCD dans un anneau principal
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Comme, dans un anneau principal, tous les idéaux sont principaux, la définition suivante a bien un
sens en vertu des propositions 17 et 16.

Définition 11.

Soit A un anneau commutatif principal, n € N* et d,m, a1, ..., a, € A.

— On dit que d est un PGCD de ay, ..., a, si d est un générateur de I'idéal a; A+ ... +a, A
i.e. si
aA+ ... +a,A=dA.

— On dit que d est un PPCM de ay, ..., a, si m est un générateur de l’idéal a1 AN...Na, A
i.e. si
aAN..Na,A=mA.

Proposition 21.

Soit A un anneau commutatif principal, n € N* et x,y,a1,...,a, € A. Si z,y sont des PGCD

respectivement, des PPCM) de aq, ..., a,, alors ils sont associés.
p )

Si x,y sont des PGCD de ay, ..., a,, alors tA = a1 A + ... + a, A = yA, donc, d’apres le corollaire
1, x et y sont associés. O

Remarque 8.

Lorsque, dans un anneau principal donné, on dispose d’un moyen canonique de distinguer un
élément parmi ses associés, on pourra parler du PGCD et du PPCM! C’est ce qu’on fera dans
la suite pour les anneaux Z et K[X].

Proposition 22.

Soit A un anneau commutatif principal, n € N* et d,m, aq,...,a, € A.
— Un PGCD de ay, ..., a, est un diviseur commun de ay, ..., G,,.

— Un PPCM de ay,...,a, est un multiple commun de aq, ..., a,.

— Soit d un PGCD de ay, ..., a, i.e. dA = a1 A+ ... + a, A. Alors, pour tout 7 € [1,n], on a
a;ACalA+ ... +a, A= dA,
donc, d’apres la d’apres la caractérisation de la divisibilité en terme d’idéaux (Proposition

19), d|a1
Par suite, d est un diviseur commun de ay, ..., ay,.
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Soit m un PPCM de ay, ..., a, i.e. mA = a1 AN...NayA. Alors, pour tout i € [1,n], on a
mA=aAN..Na,AC a;A,

donc, d’apres la d’apres la caractérisation de la divisibilité en terme d’idéaux (Proposition
19), a;|m.
Par suite, m est un multiple commun de aq, ..., a,.

O

Proposition 23.

Soit A un anneau commutatif principal, n € N* et d, m,ay,...,a, € A.

— L’élement d est un PGCD de ay, ..., a, si, et seulement si, d est un diviseur commun de

ai, ..., an €t, pour tout diviseur commun ¢ de aq, ..., a,, ¢ divise d.

— L’élement m est un PPCM de ay, ..., a,, si, et seulement si, m est un multiple commun

de aq,...,a, et, pour tout multiple commun p de aq, ..., a,, m divise p.

e (=). On suppose que d est un PGCD de ay, ..., a,. Soit 6 un diviseur commun de
A1y.eey Qp.
Alors, d’apres la caractérisation de la divisibilité en terme d’idéaux (Proposition 19),
pour tout ¢ € [1,n], a;A C A.

n
Par suite, I’idéal § A contient 1’ensemble U a; A, et donc, dA = a1 A+...+a, A étant le
i=1
plus petit idéal contenant cet ensemble (Proposition 18), on obtient dA C dA et donc,
d divise 9.
De plus, d’aprés la proposition 22, d est un diviseur commun de ay, ..., G,.

e («). On suppose que d est un diviseur commun de ay,...,a, et que tout diviseur
commun de aq, ..., a, divise d.
Soit 6 un PGCD de aq, ..., a,,. Alors, d’apres la proposition 22, § est un diviseur commun
de ai,...,a,. Ainsi, par hypothese, ¢ divise d. Et de plus, comme d est un diviseur
commun de aq, .., a,, d’apres I'implication directe, on a d divise J.
Il en résulte, d’apres la caractérisation de la divisibilité en terme d’idéaux, que dA =
0A =a 1A+ ...+ a,A, dou d est un PGCD de aq,...,a,.

e (=). On suppose que m est un PPCM de ay, ..., a,. Soit g un multiple commun de
A1y eeeypy.
Alors, d’apres la caractérisation de la divisibilité en terme d’idéaux (Proposition 19),
pour tout ¢ € [1,n], pA C a;A.
Par suite, on a pA = a1 AN ...Na, A =mA et donc, m divise u.
De plus, d’apres la proposition 22, m est un multiple commun de aq, ..., ay,.

e (<). On suppose que m est un multiple commun de a1, ...,a, et que m divise tout
multiple commun de ay, ..., a,.
Soit 4 un PPCM de ay,...,a,. Alors, d’aprés la proposition 22, p est un multiple
commun de aq, ..., a,. Ainsi, par hypotheése, m divise u. Et de plus, comme m est un
multiple commun de aq, .., a,, d’apres 'implication directe, on a p divise m.
Il en résulte, d’apres la caractérisation de la divisibilité en terme d’idéaux, que mA =
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A =a1AN..Na,A, dou m est un PPCM de aq, ..., a,.

c. Relation et théoréme de Bézout
Proposition 24.| Relation de Bézout

Soit A un anneau commutatif principal, n € N* et d, aq, ..., a, € A.

Si d est un PGCD de ay, ..., ay, alors il existe x1, ..., z, € A tels que :

a1z + ... + apx, = d.
Si d est un PGCD de ay,...,a,, on a :
d=dly € dA=a1A+ ..+ a,A,
donc il existe 1, ...,x, € A tels que d = a1x1 + ... + anxp. O

Définition 12.

Soit A un anneau commutatif principal, n € N* et aq,...,a, € A.

— Ondit que ay, ..., a,, sont premiers entre eux dans leur ensemble si 1 4 est un PGCD
de aq, ..., an.

— Sin > 2, on dit que aq,...,a, sont premiers entre eux deux a deux si, pour tous
i,j € [1,n] avec i # j, 14 est un PGCD de qa; et a;.

Exemple 8.

Les nombres entiers 8,15 et 77 sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Proposition 25.

Soit A un anneau commutatif principal, n € N avec n > 2 et aq,...,a, € A. Si ay,...,a, sont

premiers entre eux deux a deux alors ils sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Remarque 9.

La réciproque de la proposition précédente est fausse.
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Exercice 17.

Dans Z, trouver trois nombres qui sont premiers dans leur ensemble mais pas premiers entre eux
deux a deux.

,(Théoréme 7.) Théoréme de Bézout

Soit A un anneau commutatif principal, n € N* et d, aq, ..., a, € A.

Les éléments ay, ..., a,, sont premiers entre eux dans leur ensemble si, et seulement si, il existe
Z1,...,Tn € A tels que :
a1 + ... Fanxy, = 14a.

L’implication directe provient de la relation de Bézout (Proposition 24).
Réciproquement, supposons qu’il existe x1,...,x, € A tels que a1x1 + ... + anx, = 14.
Alors 1, appartient a 'idéal a1 A + ... + a, A d'ou A = 14 A étant le plus petit idéal contenant
1y, 0na:
ACaiA+...+a,ACA,

dou 1pA=A=a1A+..+a,A.
Par suite, 14 est un PGCD de ayq, ..., a,. ]
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Partie C

Anneaux Z/nZ et arithmétique des entiers

1. Idéaux de Z et PGCD

a. Caractérisation des idéaux de Z

Théoréme 8.) Idéauxr de Z

Soit I un idéal de Z. 1l existe un unique n € N tel que I = nZ.

Soit I un idéal de I’anneau Z. Alors c’est un sous-groupe de (Z, +). Par suite, il est de la forme
nZ avec n € N et ce n est unique d’apres le théoreme 2. O

Corollaire 2.

7 est un anneau principal.

En effet, Z est un anneau commutatif integre et d’apres le théoreme précédent, tout idéal de Z
est de la forme nZ = Zn ou n € N; or nZ est un idéal principal car engendré par le singleton
{n}. O

b. PGCD, PPCM et théoréeme de Bézout généralisé

Dans 'anneau Z, une classe d’éléments associés contient un nombre et son opposé. On a donc un
choix ”canonique” pour distinguer un élément dans cette classe : prendre celui qui est positif! Ceci nous
permet de définir le PGCD et le PPCM de plusieurs nombres entiers

Définition 13.

Soit n € N* et aq,...,a, € Z non tous nuls.

— On appelle PGCD de ay, ..., a, et on note pged(aq, ..., ay,), ou encore aj A... Aay,, 'unique
générateur positif de l'idéal a1 Z + ... + a, Z.

— On appelle PPCM de ay,...,a, et on note ppcm(ay, ..., a,), ou encore aj V ... V ay,
I'unique générateur positif de I'idéal a1Z N ... N a,Z.
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Remarque 10.

En vertu de la remarque 7 et de la commutativité et associativé de 'intersection, les opérations
A et V sont commutatives et associatives.

,(Théoréme 9.) Relation et théoréme de Bézout généralisée

Soit n € N* et d,aq,...,a, € Z.
— Relation de Bézout généralisée. Si d = pged(aq, ..., ay), alors il existe uq, ..., u, € Z tels
que :
aiul + ... + au, = d.

— Théoréme de Bézout généralisé. Les entiers ag, ..., a, sont premiers entre eux dans leur
ensemble si, et seulement si, il existe uq, ..., u, € Z tels que :

aiuy + ... + apu, = 1.

Comme Z est un anneau principal, on peut appliquer directement la relation de Bézout (Propo-
sition 24) et le théoreme de Bézout (Théoréme 7) vu pour les anneaux principaux. O

2. Anneaux Z/nZ

Dans ce paragraphe, n désigne un entier naturel non nul.
a. Structure d’anneau

,(Théoréme 10. ] Structure d’anneav sur Z/nZ

11 existe sur Z/nZ des lois de composition internes notée + et - appelées respectivement loi
additive quotient et loi multiplicative quotient telles que, pour tous x,y € Z,

Tt+y=x+y et TY=7T.y.

Muni de ces lois, (Z/nZ,+,-) est un anneau commutatif ot I’élément nul est 0 et 'unité est 1.

On a montré que (Z/nZ, +) est un groupe commutatif. Il s’agit ici de montrer que la multiplication
- sur Z/nZ est bien définie et qu’elle vérifie les axiomes requis pour la structure d’anneau. O

Proposition 26.

L’application :
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Ty - Z—)Z/lzZ
k- k

est un morphisme surjectif d’anneaux de noyau Ker(m, ) = nZ.

On a déja montré que m, est un morphisme surjectif de groupes de (Z,+) dans (Z/nZ,+) de
noyau Ker(m,) = nZ.

Il reste & montrer que m,(pq) = m,(p)7n(q) pour tous p,q € Z.
Soit p,q € Z, on a :

Tn(pq) = Pq = PG = Tn(p)mn(q).

O
b. Inversibilité dans les anneaux Z/nZ
Proposition 27.| Eléments inversibles de 7./nZ
Soit k € Z. La classe k est inversible dans Z/nZ si, et seulement, si k est premier avec n.
k est inversible dans Z/nZ
si, et seulement si,
il existe W € Z/nZ tel que ku = 1
si, et seulement si,
il existe u € Z tel que ku =1 mod n
si, et seulement si,
il existe u,v € Z tels que ku +nv =1
si, et seulement si,
k et m sont premiers entre eux.
O
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Corollaire 3.

Soit n € N*. On a équivalence entre :
i) m est premier;
ii) Z/nZ est un anneau integre;

iii) Z/nZ est un corps.

Démontrons i)=-iii)=-ii)=1) B
e i)=iii) Si n est premier, alors pour tout k € [1,n — 1], k est premier avec n donc k est
inversible. Donc Z/nZ est un corps.
e ii)=-iii) Si Z/nZ est un corps, alors tous ses éléments non nuls sont inversibles et donc
sont réguliers. Ainsi, Z/nZ est inteégre.

e iii)=1) Raisonnons par contraposée. On suppose que n n’est pas premier. Sin = 1, Panneau
est trivial et donc n’est pas intégre. Supposons n > 2. Alors n = pq avec p,q € [2,n — 1].
On a alors p# 0 et §# 0 et

q =20,

par suite Z/nZ n’est pas integre.

Notation 3.

Soit p un nombre premier. On note F,, le corps Z/pZ.

Exercice 18.

1. Déterminer les éléments inversibles de Z/10Z et calculer I'inverse de 9 et 7.

2. Déterminer I'inverse de 41 dans Z/1527Z.

Donc 9 est sa propre inverse dans Z/10Z.

1.Ona9x9=81=1+8x 10 donc 9.9 =
¢ 7.3 = 1. Donc 3 est I'inverse de 7 dans Z/10Z.

T1.
Ona7x3=21=1+2x10don 1.

2. En appliquant I’algorithme d’Euclide pour le calcul du pged on obtient 1 et donc 41 est
inversible dans Z/152Z. Ainsi, en remontant I’algorithme d’Euclide, on trouve les coefficients

de Bézout suivants :
(—63) x 41+ 17 x 152 =1,

et donc —63.41 = 1. Par suite —63 = 89 est I'inverse de 41 dans Z/152Z.

3. Applications a Parithmétique des entiers
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a. Théoréme Chinois

,lThéoréme 11.) Théoréme Chinois

Soit n,m € N deux entiers premiers entre eux. Les anneaux Z/(nm)Z et Z/nZ x Z/mZ sont
isomorphes et I'application :

o | Z/(nm)Z — Z/nZ xZL/mZ
oL ()

est un isomorphisme d’anneaux.

Montrons que ¢ est bien définie : si p = ¢ mod nm, alors p — ¢ € nmZ. Or nmZ C nZ et
nmZ C mZ, donc p = g mod n et p = g mod m. Ainsi (") = p(q""™) donc @ est bien définie.
© est un morphisme d’anneaux car "ok etk =k sont des morphismes d’anneaux. On
a:
Ker(p) ={k" " | k" =0"%k" =0"},

Orsik’ =0"et k= = 0", alors k est un multiple commun de n et m qui sont premiers entre
eux, donc, d’apres le corollaire du lemme de Gauss, k est un multiple de nm i.e. E =10
D’ott Ker(p) = {0""}. Par suite ¢ est injective.

De plus, f est bijective car ¢ est injective et Z/(nm)Z et Z/nZ x Z/mZ ont tout deux méme
cardinal (nm). O

Corollaire 4.

Soit n, m € N deux entiers premiers entre eux. Les groupes (Z/(nm)Z)* et (Z/nZ)* x (Z/mZ)*
sont isomorphes.

D’apres le théoréme Chinois, les anneaux Z/(nm)Z et Z/nZ x Z/mZ sont isomorphes done, en
vertu de la proposition 3, leurs groupes d’inversibles (Z/(nm)Z)* et (Z/nZ x Z/mZ)* le sont en
tant que groupes. Or, d’apres la proposition 14, (Z/nZ x Z/mZ)* = (Z/nZ)* x (Z/mZ)*, d’ou
le résultat. O

Corollaire 5. Application du théoréme Chinois

Soit n,m € N deux entiers premiers entre eux. Pour tout a,b € Z, il existe un entier k vérifiant
le systeme :

r =

{x = amodn

b mod m

et les solutions de ce systeme sont exactement les entiers congrus a k£ modulo nm.
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Méthode de résolution :

n et m étant premier entre eux, on cherche deux entiers u,v € Z tels que nu + mv = 1. Ainsi,
les entiers 1 = nu et x9 = mu vérifient

Z1

Z1
Ainsi, x = bxy + axy est solution du systéme initial (Toujours vérifier que ce x est bien solution
pour éviter les erreurs dans les calculs précédents!) ; par suite 'ensemble des solutions est :

1 mod n

0 mod n o
et
1 mod m

To 0 mod m

z+nmZ={z+nmk|keZ}

Exercice 19.

Résoudre les systémes suivants :

z = 1 mod 6 3z = 2mod 5
S t (S
(1) {x— ot (%) {5x—1mod6

(S51) Ona6x(—1)+7x1=1donczy =7 x1et xg =6 x (—1) vérifient :

{xllmodG t{xQOmodG
e

z1 = 0mod 7 To = 1mod 7

donc x =1 x 21 +4 X x5 = —17 est une solution de (S7). Ainsi 'ensemble des solutions
de (S7) est
{—17+ 42k | k € Z}.

(S2) On a 3 et 5 premiers entre eux, donc 3 est inversible dans Z/5Z et sont inverse est 2 car
3x2=6=1+5.

Ainsi,ona 3z = 2mod 5 < x = 4 mod 5.

On a 5 et 6 premiers entre eux, donc 5 est inversible dans Z/6Z et sont inverse est 5 car
Oxb=24=1+4+4x6.

Ainsi,on a 5z = 1 mod 6 < x = 5 mod 6.
d’ou :

4 d
(Sy) & T mod 5
z = 5 mod 6

Et on résout comme précédemment.

Exercice 20.

Résoudre I’équation 22 +x + 11 = 0 mod 143.
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On a 143 = 11 x 13 et 11 est premier avec 13 donc d’apres le théoréme chinois, () 22 +x +11 =
0 mod 143 si, et seulement si,

(1) 2 +x+11 = 0mod 11 et (2)2?+x+11 = 0 mod 13

Donc si ;1 est une solution de (1) et o une solution de (2), alors = xju + v est solution de
(%) ol u,v € Z sont tels que 11u + 13v = 1, et toutes les solutions sont de cette forme.

On a
(z+Dzx=2>4+z = 22 +2+11 = 0 mod 11

et

(x—1)(z+2)=2>+2—-2 = 22+ 2+ 11 = 0 mod 13
Donc les solutions de (1) sont x = O mod 11 et x = —1 mod 11 et les solutions de (2) sont
z = 1lmod 13 et x = —2 mod 13.

Déterminons les coefficients u et v : ona 6 x 11 —5x 13 =1, douu =6 et v =5.

Ainsi, on a donc les solutions suivantes :

r = 66 mod 143

T 11 mod 143
z = —12 mod 143
z = 76 mod 143

= a mod p

x
Méthode : Que faire dans le cas d’un systéme : { ou p et ¢ ne sont pas premiers
x

b mod ¢q
entre eux ?

Soit d = pged(p,q) et M = ppem(p, q). Alors on peut montrer qu’il existe une solution & ce
systéme, si et seulement si a = b mod d.

Dans ce cas, une solution est donnée par z = a+ qub’T‘l ou u est un entier qui vérifie pu+qv = d
(ot v € Z) et de plus, 'ensemble des solutions forme un classe modulo MZ.

Exercice 21.

Résoudre les systemes suivants :

T 1 mod 6 3x = 6 mod 18
(Sl) o et (Sg) o
z = 4 mod 15 r = 1 mod 21

b. Indicatrice d’Euler
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Définition 14.) Fonction indicatrice d’Euler

On appelle fonction indicatrice d’Euler I'application ¢ : N* — N définie, pour n € N*| par :

p(n) = #{k € [1,n] | k et n sont premiers entre eux}.

Proposition 28.| Propriétés de lindicatrice d’Euler

i) e(1) =1,
ii) pour n > 2, p(n) = #(Z/nZ)*,
iii) pour p premier,

iv) pour p premier et a € N*,

v) pour n,m € N* avec n et m premiers entre eux,

p(nm) = p(n)p(m).

i) 1 est premier avec lui-méme d’ott p(1) =1,
ii) pour n > 2, on a k € (Z/nZ)* si, et seulement, si k premier avec n, d’oti le résultat.

iii) pour p premier, alors chaque nombre compris entre 1 et p — 1 est premier avec p d’ou le
résultat.

iv) Soit p premier et o € N*. Pour z € [1,p®], « est n’est pas premier avec p* si, et seulement
six € pZ, i.e.

ze[LpIn{kp|keZ}={kp|ke[l,p* "]}
Ainsi, on a :
o(n) = #[1,p°] — #[1,p°" '] =p* —p*~ .

v) Soit n,m € N* avec n et m premiers entre eux. D’aprés le théoréme chinois ou plus
précisément d’apres le corollaire 4, (Z/nmZ)* est isomorphe & (Z/nZ)* x (Z/mZ)* et
donc, en particulier, en bijection, d’ou :

p(nm) = #(Z/nmZ)* = #(Z/nZ)* H(Z/mZ)* = p(n)p(m).

Exercice 22.
Soit n € N*. Montrer I'identité :

> eld)=n

d|n
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Considérons l'ensemble F' = {£ | k € [1,n]}. Alors #F = n. De plus, chaque élément de F
admet une forme irréductible g ou d|n et i et d sont premiers entre eux. On a donc

F=JF ot Fdz{2\pgcd(i,d)=1et1gigd}.

De plus, les Fj; sont disjoints par unicité du représentant irréductible d’un rationnel. Par suite,
les F,; pour d|n forment une partition de F' et donc :

n=#F =3 #Fi=) (.

d|n d|n

Corollaire 6.

k
Soit n € N avec n > 2. On considére n = p{'..pp* = pr” sa décomposition en facteurs

90(”)”(1;)...(1;)@(1;).

premiers. On a :

On applique par récurrence le point v) de la proposition précédente car chaque pj est premier
avec chaque p?J (i # j) puis on applique le point iv) pour obtenir :

k k

k k 1
o) =Je@) =[] G —pii") = _Hp?i (1-p") :nH (1* E) :

i=1 i=1

c. Théoreme d’Euler et petit théoréme de Fermat

Théoréme 12.| Théoréeme d’Euler

Soit n € N avec n > 2. Pour tout a € Z tel que a et n sont premiers entre eux, on a :

a?™ = 1 mod n.

L’entier a est premier avec n donc @ € (Z/nZ)*. Or ((Z/nZ)*,-) est un groupe fini, donc
0(@)|#(Z/nZ)* = p(n). Ainsi,
™ =T
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Corollaire 7. Petit théoreme de Fermat

Soit p un nombre premier. Pour tout a € Z tel que a ¢ pZ, on a :

a»”' = 1 modp

Si p est premier, p(p) = p — 1 et tout entier qui n’est pas multiple de p est premier avec p. On
applique alors le théoréeme d’Euler. O
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Partie D

Anneaux de polynomes

Dans toute cette partie, K désigne un sous-corps de C (ou méme n’importe quel corps, mais dans les
exemples pratiques, on se bornera aux sous-corps de C, notamment C, R et Q) et on considére 'anneau
commutatif intégre (muni de ses opérations usuelles) K[X] des polynémes a coeflicients dans K.

1. Propriétés arithmétiques élémentaires

Dans ce paragraphe, on rapelle et compléte quelques propriétés de I’arithmétique des polynomes.

a. Division euclidienne

/ Théoréme 13.) Division euclidienne dans K[X]

Soit A, B € K[X] et B # 0. Il existe un unique couple (@, R) € (K[X])? tel que :

A=BQ+R et deg(R) < deg(B).

On appelle @ le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

Vue en sup. On rappelle tout de méme une idée de preuve de ’existence : on procede par récurrence
forte sur le degré et pour I'hérédité, apres avoir traité les cas triviaux, si m > m sont les degrés
de A, B respectivement et a,, b,, leurs coefficients dominants, on écrit, K étant un corps, A =
A+ apb, X" ™B ou A = A — %X"_mB = BQ' + R par hypothése de récurrence et ainsi
A= BQ + R avec Q = (Q" + anby, X" ™) et deg(R) < deg(B). O

b. Inversibles

Proposition 29.

Les éléments inversibles de 'anneau K[X] sont les polyndmes constants non nuls qu’on identifie
a K* i.e. K[X]* =K*.

c. Polynémes unitaires

Définition 15.

Soit A € K[X]. On dit que A est un polynéme unitaire s’il est non nul et que son coefficient
dominant est égal a 1.
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Proposition 30.

Soit A € K[X] ~ {0}. Il existe un unique polyndme unitaire associé & A.
En particulier, il existe un unique polynéme B unitaire tel que BK[X] = AK[X].

Si A est un polyndme non nul de K[X] et A € K* est son coefficient dominant, alors B = ;A est
unitaire et associé a A. De plus, si C est un polynoéme unitaire asscoié a A, alors il existe y € K*
tel que C' = pA.

Par suite, on a C' = £ B et ainsi, par identification des coefficients polynomiaux et en particulier
des coefficients dominants, on a 1 = & et donc C'= B. D’ou I'unicité.

La derniére assertion découle ainsi de la proposition 1. O

d. Racines

Définition 16.

Soit P € K[X] et a € K.
— On dit que a est une racine de P si P(a) = 0.

— Soit m € N*. On dit que a est une racine de multiplicité m de P si (X —a)™ divise P
et (X —a)™*! ne divise pas P.
Proposition 31.| Caractérisation de la multiplicité d’une racine

Soit P € K[X], a € K et m € N*. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) I’élément a est racine de multiplicité m de P
ii) il existe @ € K[X] tel que P = (X — a)™Q avec Q(a) #0;
iii) pour tout k € [0,m — 1], X — a divise P®) et X — a ne divise pas P("™).

Remarque 11.
— 11 est usuel d’étendre la définition de la multiplicité & m = 0 : a est un racine de multi-

plicité 0 de P si a n’est pas racine de P;

— On emploiera souvent le vocabulaire suivant : racine simple pour racine de multiplicité
1; racine double pour racine de multiplicité 2 ; racine triple, etc...

Proposition 32.

Soit n € N. Un polynéme de K[X] de degré n admet au plus n racines comptées avec multiplicité.
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On rappelle ici les idées d’une démontration de ce résultat. On procede par récurrence sur le
degré et pour 'hérédité, on utilise le fait que si a est racine d’un polyndéme P, celui-ci s’écrit,
d’apres la formule géométrique qui donne I’expression de ™ — y™ dans un anneau commutatif,
P = (X —a)Q avec @ de degré strictement inférieur a celui de P. Ainsi, K étant en particulier
un anneau intégre, les racines de P sont exactement a et les racines de ) : on applique alors
I’hypothese de récurrence. Oui, si l'anneau des coefficients n’est pas integre, cela ne tient plus,
en effet : pour a =0, b,c # 0 tels que bc =0 dans K et P =bX = (X —a)Q ot Q = b, on vérifie
que c est une racine de P alors que celle-ci n’est ni égal d a ni racine de Q. O

e. Polyndémes irréductibles

Définition 17.| Polynéme irréductible

Soit A € K[X]. On dit que A est un polynéme irréductible dans K[X] si deg(A4) > 1 et si,
pour tout B € K[X] tel que B divise A, il existe A € K[X]* = K* tel que

B = )ouB = )\A.

Remarque 12.

On remarque que les polynémes constants, par définition, ne sont pas irréductibles.

Proposition 33.
Soit A € K[X]. Le polynéme A n’est pas irréductible dans K[X] si, et seulement si, il existe
P,Q € K[X] tels que A = PQ et deg(P) > 1, deg(Q) > 1.

Exemple 9.
— Les polynémes de degré 1 sont irréductibles dans K[X].
— X%+ 1et X2+ X + 5 sont irréductibles dans R[X] mais X2 + 2X + 1 ne Pest pas.
— X2 — 2 est irréductible dans Q[X].

Exercice 23.

1. Donner des exemples de polynémes irréductibles dans C[X] et dans R[X].
2. P = X3+ X + 1 est-il irréductible dans Q[X]?

1. Dans C[X], iX + 1; dans R[X], X2 + 21.

2. On suppose par absurde que P n’est pas irréductible. Alors il existe A, B non constants tels
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que P = AB. Alors quitte & échanger A et B, on peut supposer deg(A) = 2 et deg(B) = 1.
Par suite, B admet une racine £ € Q mise ici sous forme irréductible i.e. p et ¢ sont premiers
entre eux, qui est donc une racine de P également.

Par suite 0 = P(2) = Z% + £ +1. Ainsi,
P’ +pd+¢* =0

donc q|p? et plg®. 11 en résulte que p = +1 et ¢ = +1 car p et ¢ sont premiers entre eux.

Par suite, £ = +1. Or P(1) = 3 et P(~1) = —1, contradiction!

2. Idéaux de K[X]

Théoréme 14.

Soit I un idéal de K[X]. Il existe un unique P € K[X] tel que I = PK[X] avec P unitaire si
I #{0}.

Soit I un idéal de K[X]. Montrons tout d’abord qu’il existe P € K[X] tel que I = K[X].
e ler cas : I = {0}. Alors I = 0K[X].
o 2eme cas : I # {0}. Alors {deg(P) | P € I . {0}} est un ensemble non vide de N et donc
possede un plus petit élément p € N. Par suite, il existe P € I un polynéme de degré p.
Montrons que I = PK[X].

— PK[X] C I. Comme P appartient & I qui est un idéal et PK[X] est le plus petit idéal
contenant P.

— I € PK[X]. Soit A € I. La division euclidienne de A par P nous donne lexistence de
Q, R € K[X] avec deg(R) < deg(P) tels que A = PQ + R. Ainsi R = A — PQ € I car
A €1 et PQ € PK[X] C I. Par suite, comme deg(R) < P et P est de degré minimal
dans I ~ {0}, on a R = 0. Donc A = PQ € PK[X].

Il en résulte que I = PK[X].

Montrons 'unicité. Le polynoéme nul est le seul générateur de 'idéal {0} = O0K[X] d’ott I'unicité
dans le cas I = {0}.

Si I # {0}, d’apres ce qui précede, il existe un polyndéme @ de degré ¢ > 0 tel que I = QK[X].
En particulier, @ est non nul donc, d’apres la proposition 30, il existe un unique P unitaire tel
que I = QK[X] = PK[X]. O

Corollaire 8.

L’anneau K[X] est principal.
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L’anneau K[X] est integre et d’apres le théoréme précédent, tous ses idéaux sont principaux, donc
K[X] est un anneau principal.

3. Propriétés relatives au PGCD

a. PGCD et PPCM

Dans lanneau K[X], une classe d’éléments non nuls associés contient toujours un polynéme unitaire
(voire Proposition 30). On a donc un choix canonique pour distinguer un élément dans cette classe :
prendre ce polyndéme unitaire ! Ceci nous permet de définir le PGCD et le PPCM de plusieurs polynémes

non tous nuls.

Définition 18.

Soit n € N* et A;..., A,, € K[X].
— Si A et B sont non tous nuls, on appelle PGCD de Ay, ..., A,, et on note A; A... A A,, ou
encore PGCD(A4y, ..., A,) I'unique générateur unitaire de I'idéal A1K[X] + ... + A, K[X];

— Si A et B sont non nuls, on appelle PPCM de Ay, ..., A, et on note 4; V... V A4,, ou
encore PPCM(Ay, ..., A,) Punique générateur unitaire de l'idéal AK[X] N ...N A, K[X].

b. Relation, théoréme de Bézout et algorithme d’Euclide

,l Théoréme 15.) Relation et théoréme de Bézout généralisée

Soit n € N* et D, Ay, ..., A, € K[X].
— Relation de Bézout généralisée. Si D = PGCD(Ay, ..., A,,), alors il existe Uy,...,U, €
K[X] tels que :

AU, + ...+ AU, = D.

— Théoréme de Bézout généralisé. Les polynémes Ay, ..., A,, sont premiers entre eux dans
leur ensemble si, et seulement si, il existe 4y, ..., A, € K[X] tels que :

AU + ..+ AU, = 1.

Comme K[X] est un anneau principal, on peut appliquer directement la relation de Bézout

(Proposition 24) et le théoreme de Bézout (Théoreme 7) vu pour les anneaux principaux. O
Proposition 34.

Soit A, B € K[X] des polynémes tous non nuls et R le reste de la division euclidienne de A par

B.Ona:
ANB=BAR.
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On note Q le quotient de la division et D = A A B, D’ = B A R. Montrons que D|D’ et D'|D.
e D|D':OnaR=A-BQ € AK[X] + BK[X] = DK[X] donc D divise R, et D divise B
donc DIBAR=D'.
e D'|D:0OnaA=BQ+R e BK[X]|+ RK[X] = D'K[X] donc D’ divise A, et D’ divise B
donc D'|AANB = D.
Par suite, D et D’ sont associés. Or D et D’ sont unitaires, donc D = D’. O

,lThéoréme 16.) Algorithme d’Euclide pour les polynomes

Soit A, B € K[X] des polynémes tous non nuls avec deg(A) > deg(B) et D = A A B. La suite
récurrente (R, )nen définie par :

{RO_A, R, = B;

R, 12 est le reste de la division euclidienne de R,, par R, 41

est stationnaire en 0 et D est égal & 'unique polynéme unitaire associé & Ry ot d = max{n €
N | R, # 0}.

Pour n € N*, deg(R,,) < deg(R,—1) et donc deg(R,,) < deg(R,—1) — 1. Donc si n = deg(A4) € N
(en effet, comme A et B sont non tous nuls et deg(A) > deg(B), A # 0) , on a, de proche en
proche :

deg(Rn+y2) < deg(Rn+t1)
S deg(Rn) =1
< deg(Rn_1)—2
< deg(R1) —n =deg(B) —n
< deg(A)—n=0

d’ott deg(R,+2) = —o0 i.e. Ry =0.

De plus, d’apres la proposition précédente, on a, pour d = max{n € N | R,, # 0} et U le polynéme
unitaire associé a Ry, de proche en proche :

U=0ANR;=Rgs1NRyg=R4ANRy_-1 =Ry 1 ANRyo=..=RiNRy=AANB=D.

4. Décomposition d’un polyndéme en facteurs irréductibles

a. Décomposition en facteurs irréductibles et polynémes scindés
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Proposition 35.

On a les propriétés suivantes :
— Tout polynoéme de degré supérieur ou égal a 1 possede un diviseur irréductible.
— Si A est irréductible et A|P;...P,, alors il existe 7 € [1,n] tel que A|P;.
— Tout polyndéme de degré 1 est irréductible.

— Un polynéme de degré 2 ou 3 est irréductible si, et seulement si, il n’a pas de racine dans
K.

— Soit P un polynéme de degré supérieur ou égal a 1. Alors I’ensemble des polyndmes
non constant qui divise P est non vide car il contient P. Ainsi, il existe un polynéme
A non constant de degré minimal qui divise P. Or si A = UV avec U,V € K[X], alors
deg(U),deg(V) < deg(A) et U|P, V|P. Par suite, par minimalité du degré de A, soit
deg(U) = deg(A) ou deg(V) = deg(A) d’out U ou V est constant. Ainsi, pour tout U €
K[X] tel que U|A, U = X ou U = AA avec A € K*. Par suite, A est irréductible.

Il en résulte que P posséde un diviseur irréductible.

— On raisonne par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, si A|P; alors A|P;! Soit n € N*. On
suppose la propriété vraie pour n. Soit Py, ..., P11 € K[X] tels que A|P;...P,11. Alors
A|(Py...P,)P,41. On a alors deux cas :

— A|Pn+1.

— A4 P,41. Alors A et P, sont premiers entre eux car A est irréductible, donc, d’apres
le Lemme de Gauss, A|P;...P,. Par suite, par hypothése de récurrence, il existe i €
[1,7n] tel que A|P;.

Dans tous les cas, il existe ¢ € [1,n + 1] tel que A|P;. Donc la propriété est vraie pour

n + 1. Ce qui achéve le raisonnement par récurrence.

— Si aX + b= PQ alors deg(P) + deg(Q) = 1 donc deg(P) = 1 ou 0 et inversement pour Q.
Sideg(Q) =0, alors Q =X e K* et P = %(aX +b) et inversement. Par suite, si PlaX +b,
P est constant ou P = A(aX + b). Il en résulte que aX + b est irréductible.

— Soit P un polynoéme de degré 2 ou 3.
e (=). Par contraposée. Si P admet une racine a dans K, alors X — a|P et deg(P) >
1 = deg(X — a), donc P n’est pas irréductible.

e («<). Par contraposée. Si P = AB avec A et B non associée a P alors deg(A), deg(B) <
deg(P) = 2 ou 3. Ainsi, soit deg(A) = 1, soit deg(B) = 1. Et donc A ou B posséde une
racine et donc P en possede une.

O

Théoreme 17.) Décomposition en facteurs irréductibles

Soit A € K[X] un polynéme non constant. Le polynéme A s’écrit de fagon unique comme le
produit

A:AﬁPi‘“,
=1

ou A € K*, n € N, et pour i,j € [1,n], i # j, P; est un polyndéme unitaire irréductible, o; € N*
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etPl;éP]

e Existence de la décomposition : On raisonne par récurrence sur le degré n € N* d’un
polynoéme.
— Initialisation. Pour n =1, A=aX +b=a(X + g)
— Hérédité. Soit n € N*. On suppose la propriété vraie pour 1 < k < n. Soit A de degré
n + 1 et P un diviseur irréductible unitaire de A. Alors il existe B € K[X] tel que
A = PB. Or comme P est irréductible, deg(P) > 1, d’on deg(B) < n. On applique
alors I’hypothese de récurrence a B :

B = AP, P%

d’on

A= AP/" .. PP
et si P est dans la liste, cela rajoute une puissance a un P; ; s’il ne ’est pas, la forme
précédente est la forme voulue. Ce qui acheve le raisonnement par récurrence.

e Unicité de la décomposition : Soit A = A[[}", P = p [, Qf deux décompositions
de A. On a A = i car les P;, Q; étant unitaires, A et u sont égaux au coefficient dominant
de A. Donc

m

n

[Ire=11er

i=1 i=1
Donc Pi|[[:%, Qf ‘et P est irréductible, alors il existe j tel que P;|Q;. Quitte & changer
l'ordre entre les @;, on peut supposer que @; = Q1.
Q1 étant irréductible et P;, () unitaire, on a donc P, = Q. Ainsi, P; = ()1 étant premier
avec Q32..Q% on a P21|QY, d'on

a < B1.

En raisonnant de maniere analogue avec (1, on trouve 8; < o d’ou o = fB;.
b

On obtient donc []}_, P = [[i%, Q7 et on procéde de la méme maniére pour i = 2,3, ....
Ainsi, les deux décompositions sont les mémes.
O

Définition 19. Polynome scindé

Soit P € K[X] non constant. On dit que P est un polynéme scindé sur K si ses facteurs
irréductibles dans K[X] sont tous de degré 1 i.e. il existe A € K, k € N*, A,..., A\ € Ket

aq, ..., a € N* tels que :
k

P=xJJ(x = x)™

i=1
Si de plus, dans la décomposition précédente, a; = 1, ..., = 1 i.e. les racines Ay, ..., Ay de P
sont simples, on dit que P est scindé a racines simples sur K ou encore P est simplement
scindé sur K.
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Exemple 10.

Le polynéme P = X2 + 1 est scindé & racines simples sur C car P = (X —4)(X + i) mais il n’est
pas scindé sur R car il est de degré 2 sans aucune racine réelle.

b. Irréductibles dans R[X] et C[X]

Théoréme 18.) Théoréme de D’Alembert-Gauss

Tout polynéme non constant de C admet au moins une racine dans C.

Corollaire 9.

Tout polynome non constant est scindé sur C.

Proposition 36.)

— Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

— Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les polynémes de
degré 2 de discriminant strictement négatif.
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Partie E
Algebres

Dans toute cette partie, K désigne un sous-corps de C.

1. Structure d’algebre

Définition 20.

Soit A un espace vectoriel sur K et - une loi de composition interne sur A. On dit que le couple
(4, ) ou plus simplement que A est une algébre sur K si :

i) la loi - est associative;
ii) la loi - est bilinéaire;
iii) la loi - posséde un élément neutre 14.

De plus, on dit qu'une algebre A est commutative si, pour tous x,y € A, zy = yx.

Remarque 13.

Une algebre est en particulier munie de structures d’anneau et d’espace vectoriel.

Exemple 11.

— (K, x) est une algébre commutative sur K;
— (K[X], x) est une algébre commutative sur K;

— Soit E un espace vectoriel sur K. (F(E, E),o) est une algébre sur K. Cette algébre est
commutative si £ de dimension 1 et non commutative si F est de dimension supérieure
ou égale a 2;

— Soit n € N*. (M,,(K), X) est une algebre sur K; commtative si n = 1 et non commutative
sin > 2;

— si X est un ensemble, (F(X,K), X) est une algébre commutative sur K.

2. Sous-algebres
a. Définition

Définition 21.) Sous-algébre

Soit (A, -) une algebre sur K et B C A. On dit que B est une sous-algébre de A si :
i) B est un sous-espace vectoriel de A;

ii) B est stable par -;
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iii) 14 € B.

Exemple 12.

— Les ensembles Vect(14) et A sont des sous-algebres de A ;
— Soit E un espace vectoriel sur K. L’ensemble £(E) est une sous-algebre de F(E, E).

— Soit n € N*. L’ensemble 7, (K) des matrices triangulaires supérieures est une sous-algebre
de M, (K).

b. Sous-algeébre engendrée par une partie
Proposition 37.

Soit A une algebre et (B;);c; une famille quelconque de sous-algebres de A. L’ensemble m B;
iel
est une sous-algebre de A.

Autrement dit, une intersection quelconque de sous-algébres est une sous-algebre.

On pose B =);; B: C A.
i) Comme une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel,
B est un sous-espace vectoriel de A.

ii) Soit x,y € B. Alors, pour tout i € I, z,y € B; qui est une sous-algebre de A et donc B;
est stable par -; d’ou xy € B;. Par suite, xy € B.

iii) Pour tout ¢ € I, 14 € B; qui est une sous-algebre de A et donc B; contient 14. Par suite,
14 € B.

Il en résulte que B = (,.; B; est une sous-algebre de A. O

Définition-Proposition 22.| Sous-algébre engendrée par une partie

Soit A une algebre et X une partie de A.

On appelle sous-algebre de A engendrée par X la sous-algebre :

ﬂ B ou Ax = {B sous-algébre de A | X C B}.
BeAx

La sous-algebre de A engendrée par X est la plus petite sous-algebre de A contenant X.

Soit B est une sous-algebre de A. On dit que X engendre 1’algébre B ou 1’algébre B est
engendrée par X si la sous-algebre de A engendrée par X est égale a B.
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On note Bx = (¢ Ay B- D’apres la proposition 37, Bx est une sous-algebre de A. Elle contient
X car, pour tout B € Ay, X C B et, il s’agit de plus petite sous-algébre contenant X, car, si B

est une sous-algebre contenant X, Bx = (g4, B’ C B. O

Exemple 13.

— Soit A une algebre. La sous-algebre de A engendrée par ’ensemble vide est égale a
Vect(14). En particulier, une sous-algébre de A engendrée par une partie quelconque
contient Vect(14).

— L’algebre K[X] est engendrée par {X}.

— On note B la sous-algebre de A engendrée par ’ensemble vide. Comme B est une sous-
algebre, elle contient 14 et donc, comme B est en particulier un sous-espace vectoriel de
A, B contient Vect(14) qui est une sous-algebre de A qui contient ’ensemble vide. Or B
étant la plus petit sous-algébre de A qui contient (), B = Vect(14).
De plus, la sous-algebre B’ de A engendrée par X C A contient @), donc, B étant la plus
petite des sous-algebres de A contenant (), on a Vect(14) = B C B'.

— Notons A la sous-algébre de K[X] engendrée par {X}. Comme sous-algebre de K[X], A
contient 1 et, pour tout n € N*, X™ € A car A est stable par produit. Ainsi, A contient
la base canonique (X™),en de K[X], donc, comme A est en particulier un sous-espace
vectoriel de K[X], on a :

K[X] = Vect((X")nen) C 4 C K[X],

d’on A = K[X].

Proposition 38.

Soit A une algebre et X une partie de A.

La sous-algebre de A engendrée par X est ’ensemble des combinaisons linéaires de produits
finis d’élements de X (avec la convention qu'une somme vide vaut 04 et quun produit vide
vaut 14).

Considérons Ax la sous-algebre de A engendrée par X et B I’ensemble des combinaisons linéaires
de produits finis d’élements de X.

En tant que sous-algebre de A, Ax est stable par combinaisons linéaires et produits d’éléments
de X, donc B C Ax.

Il reste a montrer Ax C B. Pour cela, il suffit de vérifier que B est une sous-algebre qui contient
X.

— B est un sous-espace vectoriel de A car 04 est la combinaison linéaire vide et une combi-
naison linéaire de combinaisons linéaires est une combinaison linéaire.

— B est stable par produit car, par bilinéarité de -, un produit de combinaisons linéaires de
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produits est une combinaison linéaire de produits.

— L’élément 1, vaut le produit vide et donc appartient a B.
Ainsi, B est une sous-algebre de A et celle-ci contient X car chaque élément z de X s’écrit comme
la somme d’un seul produit d’un seul élement... x!
Comme Ay est la plus petite sous-algebre de A qui contient X, on a Axy C B.

Il en résulte que Ax = B. O

Exercice 24.

Soit n € N*. Montrer que l'algebre M, (K) est engendrée par la paire {E; 1,C} ol :

0o 0 ... 01
1 0 0 0
C=10
0
0 0 10

On a note A la sous-algebre engendrée par {E; 1, C}. Comme A est en particulier un sous-espace
vectoriel de M,,(K), il nous suffit de montrer que les matrices élémentaires E; ; pour i,j € [1,n]
appartiennent & A puisqu’elles forment une base de M, (K).

On remarque tout d’abord que multiplier une matrice a gauche par C' revient a permuter ses
lignes circulairement d’un cran vers le bas; et, multiplier une matrice a droite par C' revient a
permuter ses colonnes circulairement d’un cran vers la gauche.

En particulier, cela implique que C™ = I, ; donc C est inversible d’inverse C~! = C"~! € A car
A est stable par produit, et multiplier & droite par C~! revient & permuter circulairement les
colonnes d’un cran vers la droite.

Ainsi, pour tous i,j € [1,n — 1], on a :

CEij = Eip1 et EijC7' = By j
Par suite, on obtient, pour tous i,j € [1,n] :
Eiyj = CiilELlCi(jil) cA

car A est stable par produit.

Concluons grace a notre remarque initiale : comme (£; ;); je1,,] est une base de 'espace vectoriel
M, (K) et A est en particulier un sous-espace vectoriel de M, (K) qui contient ces vecteurs, A est
de dimension au moins n? dans I’espace vectoriel M, (K); d’ou A = M, (K).

3. Morphismes d’algebres
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Définition 23.| Morphisme d’algébre

Soit A, B deux algebres sur K et f: A — B. On dit que f est un morphisme d’algébres si :

i) L’application f est linéaire de I’espace vectoriel A dans ’espace vectoriel B i.e. pour tous
A p € Ket tous z,y € A,

FOAz + py) = Af(x) + puf(y);

ii) pour tous z,y € A,

flzy) = f(2)f(y);

iii) f(1a) =1p.
Un morphisme d’algebres bijectif est appelé un isomorphisme d’algébres.

Exemple 14.

— A= Aly est un morphisme d’algébres de K dans Vect(14);

— Soit n € N*| F un espace vectoriel de dimension n et B une base de E. L’application
Matg : f — Matg(f) est un isomorphisme d’algebres de L(E) dans M, (K).

— Soit n € N*. Pour P € GL,(K), M — PM P~ est un isomorphisme d’algebres de M, (K)

dans lui-méme.

Proposition 39.

Soit A, B deux algebres sur K et f: A — B un morphisme d’algebres.
— Le noyau Ker(f) est un idéal de 'anneau (A4, +, ).
— L’image Im(f) est une sous-algebre de B.

— Ker(f) est un idéal de 'anneau (A4, +, ) car ¢’est le noyau d’'un morphisme d’anneaux.

— o Im(f) est un sous-espace vectoriel de B comme image de I'espace vectoriel A par f qui
en particulier une application linéaire.
o Il reste & montrer que Im(f) est stable par produit. Soit f(x), f(y) € Im(f) avec z,y €
A. Alors zy € A car A est une algebre et par propriété d’'un morphisme d’algebres :

f@)f(y) = f(zy) € Im(f).

e Par propriété d’un morphisme d’algebres, on a 1 = f(14) € Im(f).
Il en résulte que Im(f) est une sous-algebre de B.

4. Algebres et polynémes

Dans ce paragraphe, A désigne une algebre sur K.

a. Polynémes appliqués a un élément d’une algebre
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Notation 4.| Polynome d’un élément

Soit u € A et P € K[X] avec P = ZaiXi. On note P(u) I’élément de A :
=0

P(u) = Zaiui =apla +aju+ ...+ apu”
i=0

Exemple 15.

— Soit E un espace vectoriel sur K. Pour f € L(E) et P = Z a; X' e K[X],
i=0

P(f) =aoldg +aif+ ...+ anf";

— Soit n € N*. Pour M € M, (K) et P = ZaiXi € K[X],
i=0

P(M)=aol,+a1M + ...+ a, M".

Proposition 40.

Soit u € Aet P =30 ar X", Q=372 bp X" € K[X]. On a:

(P+Q)(uw) = P(u) +Qu) et (PQ)(u)=Pu)Q(w).

En particulier, P(u) et Q(u) commutent pour l'opération -.

On a :
“+o00 400
P+Q= Z ar +bp) X" et PQ =Y axh XM,
k=0 k=0 1=0
donc :
+oo +o00 400
(P+Q)(u) =Y (ak +be)u et (PQ)(u) =Y > apbu*.
k=0 k=0 1=0

Or, par propriétés des opérations dans I’espace vectoriel A, on a :

+oo
P(u Zaku +Zbku = Z (a + br)u® = (P + Q)(u);
k=0

et, de plus, comme - est bilinéaire, on a :

+o0 +o00 +o00o 400
u) = (Z akuk> (Z bzul> = Z Z apbu ! = (PQ)(u).
k=0 =0

k=0 1=0
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Enfin, comme K[X] est un anneau commutatif, on a PQ = QP, d’ou :

Pu)Q(u) = (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u)P(u).

O
Proposition-Notation 41.
Soit u € A. L’application notée :
fu: | KIX] = A
P ~ Pu)
est un morphisme d’algebres.
Soit A\, p € K, P,@Q € K[X]. On a, d’apreés la proposition 40 :
i)
FuAP +pQ) = (AP + pQ)(u)
= (AP)(u) + (nQ)(u)
= AP(u) + pQ(u)
= fu(w) + fu(w)
ii)
fu(PQ) = (PQ)(u)
= P(u)Q(u)
i) fu(1) = 1(u) = La
Il en résulte que f, est un morphisme d’algebres. O

b. Polyn6mes annulateurs et polynéme minimal

Définition 24. ) Idéal et polynéome annulateur

Soit u € A. On appelle idéal annulateur de u I’ensemble
Ker(f,) ={P € K[X] | P(u) =04}.

Soit P € K[X]. Si P appartient a I'idéal annulateur de w i.e. si P(u) = 04, on dit que P est un
polynéme annulateur de u.

On a montré dans la partie précédente que K[X] est un anneau principal. Ceci justifie la définition
suivante :

88



Définition 25.| Polynéme minimal

Soit u € A.

Si 'idéal annulateur de u n’est pas réduit a 04 i.e. si u posseéde un polynéme annulateur non
nul, on appelle polyn6me minimal de u et on note m, I'unique générateur unitaire de I’'idéal
annulateur de u. Dans ce cas, on dit que © admet un polynéme minimal.

Exemple 16.

— Un élément u de A est dit nilpotent s’il existe n € N* tel que u™ = 0.

Dans ce cas, le polynéme X" est un polynéme annulateur de u. Comme le polynome
minimal de v divise X™ donc il existe k < n tel que m, = X*.

— Un élément u de A est dit idempotent si u? = .

Dans ce cas, X2 — X est un polynéme annulateur de u. Comme 7,|X? — X, alors on a
trois cas possibles :

1. m, = X, auquel cas u =04 ;
2. my=X—1,auquel cas u =14
3. my = X? — X, auquel cas u # 04 et u # 14.

Proposition 42.

Soit u € A tel que u admet un polynéme minimal m,. Il existe A € K tel que u = Al 4 si, et
seulement si, deg(m,) = 1.

On a:

Il existe A € K tel que u = A1 4 si, et seulement si,

Il existe A\ € K tel que u — A14 = 04 si, et seulement si,

Il existe A € K tel que X — X\ est un polynéme annulateur de u si, et seulement si,

Il existe A € K tel que X — X est le polynéme minimal de A si, et seulement si,

deg(m,) = 1. O

Exercice 25.

1. Soit f € L(R?) tel que f(z,y,2) = (y,2,2). Calculer f3 et en déduire un polyndome
annulateur de f puis le polynéme minimal de f.

010
2. Soit A=10 0 1] € M3(R). Calculer A% et déterminer un polynéme annulateur de A
0 0 0

puis le polynéme minimal de A.
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1. On a, pour (z,y,2) € R3 :

f3(x,y,z) :fQ(y,z,x) zf(z,x,y) =T,Y,%

Donc f3 = Idgs.

Par suite, X2 — 1 est un polyndme annulateur de f.

De plus, ona P = X3 —1= (X —1)(X? + X + 1) donc P est le polynéme minimal de f
car ni X — 1, ni X2+ X + 1 ne sont des polynémes annulateurs de f.

00 1 000
A=(0o 0 0o]lA=(0 0 0] =0,
00 0 000

donc X3 est un polynéme annulateur de A.

De plus X et X2 sont les seuls diviseurs non triviaux de X2 et aucun des deux n’est un
polynoéme annulateur de A donc X2 est le polynome minimal de A. Ainsi, A est une matrice
nilpotente d’indice 3.

c. Sous-algebre engendrée par un élément

Définition-Proposition 26.

Soit u € A. On appelle sous-algébre engendré par u et on note K[u] 'ensemble :
Kfu] = {P(u) | P € KX},

L’ensemble K[u] est une sous-algébre commutative de A égale a la sous-algébre de A engendrée
par {u}.

On a K[u] = Im(f,,) donc KJu] est une sous-algebre de A comme image d’un morphisme d’algebres.
De plus, d’aprés la proposition 40, pour P(u),Q(u) € Klu] avec P,Q € K[X], P(u) et Q(u)
commutent pour -, donc - est commutative sur K|u].

Montrons que K[u] est la sous-algébre A, de A engendrée par {u}.

On a u = P(u) avec P = X, donc u € K[u]. Par suite, K[u] est une sous-algebre contenant {u},
d'on A, C Ku].

Montrons l'inclusion réciproque. Soit @ € K[u]. Alors il existe P = Y;_, axX"* € K[X] tel que
x = P(u). Par suite, comme A, est une sous-algébre de A contenant u et donc, en particulier,
un sous-espace vectoriel de A, stable par -, contenant u® = 14 et u; on a :

n
x=Pu)= Zak ub € A,
k=0 €A,

D’ou Kfu] C A,.
Il en résulte que K[u] = A, i.e. K[u] est la sous-algebre de A engendrée par {u}. O
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Proposition 43.

Soit u € A. Si w admet un polynéme minimal 7, € K[X] avec d = deg(m,), alors K[u] est une

algebre de dimension finie d et
k
(“ )O§k<d71

est une base de Klu].

On suppose que v admet un polyndéme minimal 7, avec d = deg(my,)-
Tout d’abord, comme K[u] est une sous-algébre conteant u, on a u’ = 14,u € K[u] et ainsi, K[u]
étant stable par produit, pour tout k € N, u* € K[u].

Montrons que (u*) est une base de Klu].

0<k<d—1
d—1

e Famille libre : soit Ag, ..., A\q_1 € K des scalaires tels que Z Au® =04, Alors le polynéme
k=0

P = Zz;é At XF¥ est un polynéme annulateur de u de degré < d — 1 < d = deg(m,). Or
7, est de degré minimal parmi les polynémes annulateurs non nuls de w. Donc P = 0 et
ainsi, pour tout k € [0,d— 1], Ay = 0. Donc la famille (u*) est libre dans I’espace

vectoriel K[u].

0<k<d—1

o Famille génératrice : Soit P(u) € K[u]. Alors P € K[X] et par division euclidienne de ce
polynoéme par m,, il existe @, R € K[X] tels que P = 7,Q + R et deg(R) < d — 1. Par
suite,

P(u) = my(u) Q(u) + R(u) = R(u).
——
=04
d—1
et R est de degré < d — 1 donc il existe Ag,...,A\g—1 € K tels que R = ZAka. Il en
k=0

résulte que :
d—1

P(u) = R(u) = Y Mpu® € Vect (u")
k=0

0<k<d—1"

Et ainsi, (uk)
Donc (uk) o<n<gq_i €St une base de l'espace vectoriel K[u] et, de plus, cette base comporte d
vecteurs donc dim(K[u]) = d. O

PP ; .
o<k<d_1 oSt géncratrice dans lespace vectoriel K[u].

Question 3.

Que dire de la dimension de K[u] lorsque u n’admet pas de polyndéme annulateur non nul ?

Si u n’admet pas de polynéme annulateur non nul, alors, pour tout P € K[X] avec P # 0,
P(u) # 0, ce qui permet de montrer que la famille (u¥) wey €st une famille libre de K[u]. Comme
cette famille est infinie, il en résulte que dim(K[u]) = +o0.
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Méthode : Connaissant le polynéme minimal 7, d’un élément u d’une algebre A, on peut,
pour P € K[X], donner la décomposition de P(u) dans la base (uk)0<k<d_1 de KJu] : il suffit
de déterminer le reste R de la division euclidienne de P par m, et d’évaluer R en u pour obtenir
la décomposition voulue.

Ainsi, cette méthode donne un moyen pratique pour calculer les puissances successives u™ de u
b
pour n € N* !

Exercice 26.

8§ -3 —6
Soit A=1[-2 3 2
6 -3 —4

U V)

. Calculer A? et déterminer un polynéme annulateur de A.
. Ce polyndéme est-il le polynéme minimal de A?
. Montrer que A est inversible en utilisant son polynéme minimal.

. Calculer A™ pour n € N.

34 —15 =30
A’=|-10 9 10
30 —-15 -26
et on remarque que A2 — 54 = —613 i.e. A2 —5A 4 613 = 03. Ainsi, le polynéme
P=X%?-5X+6
est un polynome annulateur de A.

On a P = (X —2)(X — 3) donc on a trois possibilités pour m4 du fait que deg(ma) > 1 et
waAlP :

— ma = X — 2 : impossible car A # 213

— w4 = X — 3 : impossible car A # 313

— et donc 4 = (X — 2)(X —3)!

Par suite P est le polynéme minimal de A.

. Ona A? —5A+6I5 = 03 donc A((A—5I3)) = I3. Par suite A est inversible et son inverse

est :
-1

o (A= 5Iy).

. On effectue la division euclidienne de X™ par P qui est de degré 2, alors il existe @, R € K[X]

tels que deg(R) < 1 et
X"=QP+R (¥

Comme R est de degré au plus 1, il existe a,b € K tels que R = aX + b. les nombres 2 et 3
étant des racines de P i.e. P(2) =0 et P(3) =0, en évaluant (*) en 2 et 3 on obtient :

2" =2a+b a=3"-2"
3" =3a+b b=32"-23"
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et donc on obtient :

A" = Q(A) P(A)+R(A) = aA+ b= (3" — 2") A + (3.2" — 2.3") .
=03

Proposition 44.

Soit n € N, A une algebre sur K de dimension finie n et u € A. L’élément v admet un polyndéme
minimal 7, et deg(m,) < n.

Soit u € A. Montrons que u posséde un polyndéme annulateur non nul. La famille (1 4, u, ..., u™) est
liée car composée de n + 1 vecteurs dans un espace de dimension n. Ainsi, il existe Ag, ..., A\, € K
non tous nuls tels que :

Par suite, P = Z?:o AiX? est un polynéme annulateur non nul de % d’ott u admet un polynéme
minimal 7, et de plus, deg(m,) < deg(P) < n. O

Remarque 14.

En particulier, dans M, (K), toute matrice admet un polynéme minimal de degré inférieur ou
égal a n%. On verra dans le chapitre sur la réduction des endomorphismes et des matrices carrées
qu’en réalité, on a bien mieux : en effet, le degré maximal du polynéme minimal d’une matrice
de M, (K) est en fait égal a n.

5. Norme d’algébre

Dans ce paragraphe, A désigne une algebre sur K.

Définition 27.

Soit || - ]| : A — R. On dit que || - || est une norme d’algébre sur A, ou encore, est une norme
sous-multiplicative sur A, si || - || est une norme sur l'espace vectoriel A et si, pour tous
a,be A:
[labl| < [lall.[[b]l-
Exemple 17.

— La valeur absolue et le module sont des normes d’algebres sur R et C respectivement.

— Soit n € N*. L’application || - ||z : M — y/Tr (‘M M) est une norme d’algébre (une norme
sous-multiplicative) sur M, (R).

93



— Vu en Sup’!

— La norme || - ||2 est la norme associée au produit scalaire canonique sur M, (R), & savoir
() : (M,N) — Tr (‘M N). On remarque que pour A = (a; ;)1<i j<n, OD & :

1Az =D di;

1<i,j<n
On considere (-, -) le produit scalaire canonique de M, ;(R) i.e., pour X,Y € M, 1(R),
(X,Y)="XY;et || - || sa norme associée sur M, ;(R).
Soit M, N € M, (R). On note, pour i € [1,n] :
— L; la i-eme ligne de M ;
— (; la i-éme colonne de N.
Alors, avec ces notations, on a :

* MN = (<th,C >)1<w<n et donc :

IMNIE =T ((MN)MN)) = > (L:,C5)’

1<i,j<n
* ‘NN = ((C3,C5))1<; j<p € donc :
n n
INII3 =Tx (NN) = > (Ci, Ci) = Y _IGill*;
i=1 =
*x* M'M = (<tLi,tLj>)1<ij< et donc, comme pour tous A, B € M,(R), Tr(AB) =
Tr (BA) : -
M5 = Tx (M M) = => (L, 'Li) = Y ITall%s
i=1 i=1

Or, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (-,-), on a, pour tous
i,j € [1,n] :
2
(Li, Cs)” < Ll NCs 1%,

donc : )
IMNIZ = Y (L.,Cj)

1<i,j<n

< Y TdPC)?
1<i,j<n

< (Zntw). e
g=il g=il

< [IM3IN]3

d’ot, par croissance de la fonction racine carrée sur R :
[MN||2 < [|M]|2-[| N2

Il en résulte que | - |2 est une norme d’algebre sur M, (R).
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Exercice 27.

1. Soit n € N*. On consideére les normes || - ||1 et || - ||oo sur Palgebre M, (K) ol, pour
M = (mij)i<ij<n :

IMll= D" Jmigl et 1Mlloe = max ([mi;]).

1<4,5<n shisn
(a) Les normes || - ||1 et || - || sont-elles des normes d’algebres ?
(b) Déterminer une norme d’algebre sur M, (K) proportionnelle & la norme infinie || - ||oo-

2. Déterminer, sur lalgébre (C([0,1],R), X), quelles normes sont sous-multiplicatives parmi
les normes de la convergence en moyenne, de la convergence en moyenne quadratique, de
la convergence uniforme.

1. Pour n = 1, les deux normes considérées sont égales & la valeur absolue/module sur K =
M, (K) qui est une norme d’algebre. Plagons nous dans le cas n > 2 :

(a) On remarque que pour A = (1)1<; j<n, A% = (n)1<i j<n d’ol, comme n > 1 :
|42]lo0 = n > 1 = [|Alloo-[| All o
donc || - ||oo n’est pas sous-multiplicative.
Soit A = (aiwj)lgi’jgn,B = (bi,j)lgi,jgn S MH(K) On a:

IABlli = Y D aikbei| < Y laikllbegl-

1<i,j<n lk=1 1<i,j,k<n
Or:
IANCIBl = > lais Yo bl = D laikl by
1<i,k<n 1<l,j<n 1<i,j,k,l<n

et ainsi

IABlL < >0 laswllbrgl < D° lasxllbugl = Al Bl

1<i,j,k<n 1<i,j,k,I<n
donc || - ||1 est une norme d’algebre sur M, (K).
(b) Analysons. Soit & > 0. On pose || - || = .|| - ||o- Alors || - || est une norme sur M, (K)
car a > 0 et on a, pour tous A = (a; ;)1<i,j<n, B = (bij)1<i,j<n € Mp(K) :
IAB| = ofAB|lw

IA

Q

=

o

5

e

E)
=

|AB|

IN

n
an||Alleo||Bllee = ~ [ Al Bll
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Ainsi, en posant « =n > 0, || - || est sous-multiplicative sur M, (K) et est proportion-

nelle & la norme || - || 0.
2. — Commengons par la norme || - || de la convergence uniforme. Pour tous f,g €
C([0,1],R), on a :

lf-9llc = sup [f(t)g(t)] = sup (|f(t)] -\&@l) < | fllso-Nlgllo-
7 LT T

Par suite, || - || est une norme d’algebre sur C([0, 1], R).

— Pour les normes de la convergence en moyenne et en moyenne quadratique, on voit
rapidement que ce ne sont pas des normes d’algebre : pour f:xz +— x, on a

1 1
Iflh = 5 et 11T = 5
puis
1

20, —
152 = W

1
et [|f]I3 = 3

Dans le chapitre "Topologie des expaces vectoriels normés”, on montrera que sur toute algebre de
dimension finie, il existe une norme sous-multiplicative. En dimension infinie, ce n’est pas le cas en
général, comme en atteste I’exercice suivant :

Exercice 28.

On note A = KN D’espace vectoriel des suites & valeurs réelles et on considére, sur A, la loi x de
multiplication terme a terme des suites.

1. Justifier que (A4, x) est une algebre.

2. Montrer qu’il n’existe pas de norme sous-multiplicative sur A.

1. Ona A = F(N,K).

2. Supposons par absurde qu’il existe une norme || - || sous-multiplicative sur A.
Pour k£ € N, on pose e(k) € A la suite, définie pour n € N, par :
0 sin#k
e(k‘)n = 5/6)” = .
1 sin=k

Considérons la suite u = (n)peny € A. On pose k = [||u||| + 1 la partie entiere de ||u|| plus
1. Alors k € N et k> |Jull.
De plus, on a, pour n € N :

0 sin#k

(u-e(k))n = n.Ok,n = {k sin=k

d’ou u.e(k) = ke(k). Ainsi, par sous-multiplicativité de la norme, on obtient :

klle(R) || = [lke(k)|| = llu-e(®)I < [lull-le(®)]
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Or, |le(k)|| # O car e(k) # (0)nen, d’olt :
k< |lul < k.

Contradiction !
Il en résulte qu’il n’existe pas de norme sous-multiplicative sur K.
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E&P

Exercices et problemes

Exercice 29. Sous-groupes et groupes monogenes

Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit propre s’il est différent de G.

Dans cette exercice, on cherche a montrer que si un groupe est monogene, alors tous ses sous-
groupes propres le sont et que la réciproque de cette implication est fausse.

1. Justifier que, si tous les sous-groupes de G sont monogénes, alors G est monogene.
2. On suppose G monogene. Montrer que tout sous-groupe de G est monogene.

3. Dans cette question, on souhaite montrer que I'implication I ="si tous les sous-groupes
propres de G sont monogenes alors G est monogene” est fausse.

Pour n € N*,| on note :
U,={zeC|z"=1}

I’ensemble des racines n-ieéme de 'unité. On rappelle que U,, est un sous-groupe cyclique
de (C*,-) de cardinal n.

(a) Soit n € N* et z € U,,. Montrer que, pour tout d € N* diviseur de n, Uy C U, ; puis
que si, pour tout d € N* diviseur de n avec d < n, z ¢ Uy, alors U,, = (z).

Soit p un nombre premier. On consideére ’ensemble P suivant, appelé p-groupe de Prii-

fer :
P=]JUp.
neN

(a) Montrer que P est bien un groupe muni de la multiplication complexe.

(b) Mountrer que P n’est pas de type fini i.e. qu’il n’est pas engendré par un ensemble fini
de générateurs.

(c) Soit z € P~ {1}. Justifier qu’il existe un unique n, € N* tel que z € Upn. N\ Upn.-1,
puis montrer que U,,_ = (z).

(d) Montrer que P fournit un contre-exemple pour I'implication I.

1. Le groupe G est un sous-groupe de G donc si tous les sous-groupes de G sont monogenes,
G Vest aussi!

2. Soit G un groupe monogene d’élément neutre noté e et H un sous-groupe de G.
Si H = {e}, alors H = (e) donc H est monogene.

Supposons H non réduit a {e}. Comme G est monogene, il existe z € G tel que
G = (x) = {z¥ | k € Z}. Comme H # {e}, I'ensemble {k € N* | z¥ € H} est une partie
non vide de N* et donc posséde un plus petit élément d € N*. Montrons que H = (z%).

Comme le sous-groupe H contient 2¢ par définition de d et (x?) est le plus petit sous-groupe
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3.

contenant 2%, on a (z¢) C H.

Soit h € H. En particulier, h appartient & G = (z) donc il existe n € Z tel que h = a™.
Ainsi, d’apres le théoréeme de division euclidienne, il existe ¢, € Z tel que n = dq + r avec
r € [0,d—1].

Comme H est un sous-groupe de G, on a 29 = (2% € H et donc 2" = 2" % =
2".(z%)~1 € H. Or, d est le plus petit entier naturel ¥ non nul tel que =¥ € H, d’ou,
comme 1 € [0,d — 1] et 2" € H, on obtient r = 0 et donc h = 294 = (z4)9 € (z%).

Ainsi, H C (z%).

Par suite, H = (z?), d’ou H est monogene.

Il en résulte que tout sous-groupe monogene d’un groupe monogene est monogene.

(a) Soit n € N* et z € U,.

— Soit d € N* tel que d|n. Alors il existe k € N tel que n = dk et, pour tout z € Uy,
on a 2" = (23)* =1% =1, d’ou z € U,,.

Par suite, Uy C U,.

— On suppose que, pour tout d € N* tel que d|n et d < n, z ¢ Uy. Notons k l'ordre
de z dans le groupe U,,. Alors z¥ = 1 et k|n = #U,, ; or, par hypothése, pour tout
entier positif d diviseur de n et différent de n, 2% # 1, d’ott k = n. Il en résulte que
z est un générateur de U,.

(b) Montrons que P est un groupe muni de la multiplication des complexes comme sous-
groupe de (C*,-).
— Pour tout k£ € N*, Uy € C*¥, donc |J,,cj Upn C C*.
— OnalecU; =0y CP.

— Soit z,t € P. Alors il existe n,m € N tel que z € Upn et t € Upm. Ainsi, pour
k = max(n,m) € N, on a p"[p* et p™|p* donc, d’apres la question 3a, Upn C U
et Upm C Upye. Ainsi, 2,t appartiennent & U,r qui est un groupe pour -, donc
zt71 €Uy C P.

Ainsi, par la caractérisation des sous-groupes, P est un sous-groupe de (C*,-).

(¢) Montrons que P n’est pas de type fini. Supposons par 1’absurde que P est de type fini.
Alors il existe ¢ € N* et 21, ..., 24 € P tels que P = (21, ..., 2¢).
Pour tout 7 € [1,¢], il existe n;, € N tel que z; € Upni. On pose d = max(ni, ..., ng).
Alors, pour tout i € [1,¢], n; < d et donc p™[p? € N, d’ou, d’aprés la question 3a :

2z; € Upni C Upa.

Par suite, P = (zq, ...,2z_q> C Upa car2Upd est un sous-groupe.

Contradiction! car e € P et '] ¢ U,a. Il en résulte que P n’est pas de type
fini.

(d) Soit z € P avec z # 1. Comme P = |, .y~ et z ¢ Uy = {1}, 'ensemble {n € N* | z €
Upn } est une partie non vide de N*, donc elle posséde un plus petit élément n, € N*.
Par définition de n., n. est unique et z € Upn. N\ Upn.-1.

Montrons que z est un générateur de Upn.. On utilise la question 3a. Comme p est
premier, les diviseurs entiers positifs de p™= qui lui sont strictement inférieurs sont
1,p,...,p"= L. Or, comme, pour tous i,j € N avec i < j, p‘|[p’, on a Uy, vy Upnz—1 C
Upn--1. Ainsi, comme z ¢ Upn.-1, on a z ¢ Uy pour tout diviseur d strictement positif
et strictement inférieur a p"+ de p"+. Ainsi, comme z € U,»., d’apres la question

Upn.-1, z est un générateur de Upn. .
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(e) Le groupe P n’est pas de type fini donc il n’est pas monogene. Pour confirmer que P
est bien un contre-exemple pour I'implication I, montrons que tous ses sous-groupes
propres sont monogenes (et méme mieux : qu'ils sont cycliques!).

Soit H un sous-groupe propre de P. Alors il existe z € P~ H. Comme H est un
sous-groupe de P, il contient I’élément neutre 1 donc z # 1. Ainsi, d’apres la question
précédente, il existe un unique n, € N* tel que Upn. N\ Upn.-1.

Montrons que H C U,n.-1. Supposons par I'absurde qu'il existe h € H tel h ¢
Upn.-1. Alors h # 1 donc, d’aprés la question précédente, il existe n; € N* tel que
Uprn N\ Upny—1 et h engendre Uyny . De plus, comme h ¢ Upn.-1, par inclusion des U,
pour k allant de 0 a n, — 1, on a ny > n,.

Ainsi, on a p™|p™ donc z € Upn. C Upnw = (h) C H car H est un sous-groupe.
Contradiction !

Par suite, H C Upn..

Or, Upn- est monogene et, d’apres la question 2, tous les sous-groupes d’'un groupe
monogene sont monogenes, donc H est monogéne comme sous-groupe de Upn. (et
méme cyclique car Upn. est de cardinal fini).

Ainsi, tous les sous-groupes propres de P sont monogéne et P ne 'est pas. Il en résulte
que P est bien un contre-exemple pour 'implication I.

Probléme 1. Groupes d’ordre pg

Classification des groupes d’ordre pq avec p, ¢ premiers

Dans ce probleme, nous allons étudier les groupes de cardinal pg avec p, ¢ des nombres premiers.
Notre but, est de montrer 'existence d’éléments d’ordre p et ¢ dans de tels groupes (Parties 1.,
2. et 7) et de classifier ces groupes a isomorphisme pres (Parties 3. & 6.).

Dans toute la suite, (G, ) désigne un groupe et on notera e son élément neutre.

De plus, pour A C G, on note (A) le sous-groupe de G engendré par A et, par souci de simplicité,
pour z,y € G, on notera (z) = ({z}) et (z,y) = ({z,y}).

On prendra bien soin de tenir compte des hypothéses a chaque début de partie et sous-partie !

1. Ordre des éléments d’un groupe cyclique

Dans cette partie seulement, on suppose que G est fini de cardinal n € N* et qu’il existe x € G
tel que o(x) = n.

1. Par le cours, justifier que G est isomorphe a (Z/nZ,+).
2. Montrer que, pour tout d € N* avec d divise n, il existe y € G tel que o(y) = d.
2. Eléments d’ordre p et ¢ dans un groupe d’ordre pqg non monogene

A. Une relation d’équivalence sur G

On consideére, sur G, la relation binaire ~ définie, pour x,y € G, par :
x ~ y si, et seulement si, (x) = (y).

3. Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur G.

4. Pour z € G d’ordre fini égal a n € N*, déterminer la classe d’équivalence Cl, de x pour la
relation ~ et le nombre d’éléments dans cette classe.
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B. Groupes d’ordre pg non monogéne avec p < q

Soit p, g des nombres premiers avec p < ¢q. On suppose que G est de cardinal pq et que G
n’est pas monogeéne.

— On note k le nombre de classes d’équivalence différentes définies par des élements d’ordre
p dans G pour la relation ~ et,

— on note [ le nombre de classes d’équivalence différentes définies par des élements d’ordre
q dans G pour la relation ~.

5. Montrer que :

pg—1=k(p—1)+I(qg—1).
6. Effectuer la division euclidienne de pg —1 par ¢ — 1 et en déduire que I < p puis que k > 1.
7. Montrer que si p — 1 ne divise pas ¢ — 1, alors { > 1.

On admet, dans la suite du probleme, que, dans tous les cas, [ > 1. On montrera ce
résultat dans la derniére partie (Partie 7).

C. Conclusion
Soit p, ¢ des nombres premiers. Attention ! on ne suppose plus p < q!

8. Montrer que si G est non monogene de cardinal pg avec p,q premiers, il existe x,y € G
avec (z) N (y) = {e} tel que o(x) = g et o(y) = p.
On traitera séparément les cas p # q et p = q.

3. Contruction d’une bijection entre un groupe de cardinal pq et Z/qZ x

Z/pZ
Soit p,q € N* et x,y € G des élements d’ordres finis respectivement ¢ et p.
On suppose que (z) N (y) = {e}.

9. Montrer que, pour tous a,b,c,d € Z :
2%’ = 2y? si, et seulement si, a = c[g] et b = d [p].

10. En déduire que application ¢, . : Z/qZx Z/pZ — G, définie, pour (@,b) € Z/qZx L/pZ,
par : ~
Py (@) = %y’
est bien définie et injective.
11. On suppose que G est de cardinal pq. Justifier que I'application ¢, ,) est une bijection de
Z/qZ x Z/pZ sur G et montrer que G = (z,y) = {z"y" | (a,b) € Z/qZ x Z/pZL}.
4. Stabilité par conjugaison

A. Conjugaison et sous-groupe engendré

12. Soit x € G.

(a) Soit (H,-) un groupe et f : G — H un morphisme de groupes. Montrer que f({z)) =
(f()).

(b) En déduire que, pour tout y € G,

y )y = (y 'wy).
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Les hypothéses suivantes sont valables pour les deuz sous-parties ci-aprés (B. Cas p < q et C.

Casp=q).

Soit p et ¢ des nombres premiers. On suppose que G est d’ordre pg et que G n’est pas

monogeéne.

B. Cas p<gq

On suppose p < g. On reprend les notations de la partie 2. On rappelle qu’on a admis | > 1.
13. En utilisant la bijection construite dans la question précédente, montrer par 'absurde que

l=1; puis que k =gq.

14. Soit z € G tel que o(x) = ¢q. Montrer que, pour tout y € G :
y~"(2)y" = ().

C. Casp=gq
On suppose p = gq.
15. Soit © € G \ {e}. Montrer par 'absurde que, pour tout y € G \ {e} avec (z) N (y) = {e},
y~lay € ().
16. En déduire que, pour tous z,y € G \ {e} avec (z) N (y) = {e}, et, pour tout b € Z/pZ :

y U z)y’ = ().

5. Produit semi-direct : loi de composition interne sur Z/qZ x Z/pZ
Soit p, ¢ des nombres premiers.

A. Morphismes de Z/pZ dans un groupe

Soit (H,-) un groupe d’élément neutre ey et f : Z/pZ — H un morphime de groupes.

17. Montrer qu’il existe h € H tel que, pour tout b € Z/pZ, f(b) = h® et de plus, h = ey ou
h est d’ordre fini égal a p.

18. (a) Montrer que f n’est pas injectif si, et seulement si, f est constant en 'identité.
(b) On suppose que H est fini et non réduit a {e,}. Montrer que si f est injectif alors p

divise Card(H).

B. Caractérisation de Aut(Z/qZ) et action de Z/pZ sur Z/qZ
On rappelle que Aut(Z/qZ) désigne le groupe des automorphismes de (Z/qZ, +).

On appelle action par automorphismes de Z/pZ sur Z/qZ, tout morphisme de groupes de
Z/pZ dans Aut(Z/qZ). Pour plus de simplicité, dans toute la suite, on emploirera (abusivement)
le terme action pour "action par automorphismes”.

19. (a) Montrer que, pour tout @ € (Z/qZ)™, Iapplication f; : i + a@.i appartient &
Aut(Z/qZ).
(b) Montrer que les groupes (Aut(Z/qZ), o) et ((Z/qZ)X , x) sont isomorphes.
20. En déduire que, pour « : Z/pZ — Aut(Z/qZ) une action de Z/pZ sur Z/qZ, si « est
injective, alors p divise ¢ — 1.

21. On suppose p = q. Soit «a : Z/pZ — Aut(Z/pZ) une action de Z/pZ sur lui-méme. Montrer
que « est constante en 'identité.
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C. Loi sur Z/qZ x Z/pZ via une action par automorphismes

Etant donné une action o de Z/pZ sur Z/qZ (i.e. a : Z/pZ — Aut(Z/qZ) un morphisme de
groupes), on définit sur Z/qZ x 7 /pZ, 1a loi de composition interne notée #,, de la fagon suivante :

pour (a,b), (¢,d) € Z/qZ x L/pZ,
(@,b) *4 (¢,d) = (@+ a(b)(¢),b + d).
22. Montrer que (Z/qZ x Z/pZ, ) est un groupe.
Ce groupe est communément appelé "produit semi-direct de Z/qZ et Z/pZ suivant «”.
23. Montrer que (Z/qZ x Z/pZ, *.) est commutatif si, et seulement si, & n’est pas injectif.
Quelle structure de groupe connue retrouve-t-on pour (Z/qZ X Z/pZ,*,) si a n’est pas
injectif ?
6. Classification des groupes d’ordre pgq
Soit p, ¢ des nombres premiers avec p < g et on suppose que G est de cardinal pq.
A. Un isomorphisme entre G et un produit semi-direct dans le cas non monogéne
On suppose que G n’est pas monogene.

En vertu des parties 3. et 4., il existe 2,y € G (fixés pour la suite de cette sous-partie) tels que
o(z) = ¢q, o(y) = p et (x) N {y) = {e}; ce qui implique les propriétés suivantes :
i) 'application ¢(, ) : (@, b) — 2%y est une bijection de Z/qZ x Z/pZ sur G ;

ii) pour tout b € Z/pZ :
y~ @)y’ = ().

24. Montrer que, pour tout (@,b) € Z/qZ x Z/pZ, il existe un unique Tah € Z/qZ tel que :

—b,.a,b @b

y vy =7

Dans la toute la suite, on considére, pour b € Z/pZ, I'application ap : L/qZ — Z./qZ définie

par :
ag - a+— //T(E,B)

et 'application « de Z/pZ dans 1’ensemble des fonctions de Z/¢Z dans lui-méme :

a:b— Qag.
25. (a) Montrer que « est & valeurs dans Aut(Z/qZ).
(b) Montrer que « : Z/pZ — Aut(Z/qZ) est une action de Z/pZ sur Z/qZ.
26.

)
)
(a) Montrer que G et (Z/qZ x Z/pZ,+*) sont isomorphes.
(b) En déduire que la paire {(1,0), (0,1)} engendre (Z/qZ x Z/pZ, *4)-
(c) On rappelle 'hypothése G non monogeéne et on suppose de plus que p < q.
i. Montrer que x et y ne commutent pas.
ii. En déduire que p divise g — 1.
B. Classification des groupes d’ordre pq avec p < q
On suppose p < q.
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27. Montrer que G est :
— soit, si p ne divise pas ¢ — 1, isomorphe & (Z/pgZ,+);
— soit, si p divise ¢ — 1, isomorphe & (Z/qZ X Z/pZ, *4,).

Indication : attention d bien traiter le cas G monogéne !

C. Classification des groupes d’ordre p?
On suppose p = q.
28. Montrer que G est :
— soit isomorphe & (Z/p?Z, +) ;
— soit isomorphe & ((Z/pZ)2 ) +> ;

et, qu’en particulier, G est commutatif.

7. Théoreme de Cauchy

29. Soit ¢ un nombre premier. On suppose que G est de cardinal n € N* et que ¢ divise n.
Le but de cette question est de montrer le Théoréme de Cauchy i.e. qu’il existe x € G
d’ordre q.

On considére I'ensemble F,(G) des fonctions de Z/¢Z dans G. On pose :
E={f € F(G) | f(0)f(Q)..f(¢ = 1) = e}.
et on note R la relation binaire sur £ définie, pour f,g € E, par :
f R g si, et seulement si, 3m € Z/qZ, ¥ k € Z/qZ, f(k +m) = g(k).
(a) Déterminer le cardinal de E.

(b) Montrer que R est une relation d’équivalence sur E.

(c) On considere I'application S de F(G) dans lui-méme définie, pour f € F(G), par
S(f):k— f(k+1).
Montrer les résultats suivants : S =1d, S(E) C E, et, pour tout f € E, S(f) R f.

En déduire que, pour f € F, la classe d’équivalence C'y de f pour R vérifie :
Cr={5"(f)[me]0,q—1]}.

(d) Soit f € E. Montrer que le cardinal de la classe d’équivalence Cy de f pour R est
égal & 1 ou g et que, de plus, si Card(f) = 1, alors f est constante.

(e) En déduire qu’il existe € G d’ordre q.

30. En déduire que, dans la partie 2., on a bien [ > 1.

1. Ordre des éléments d’un groupe cyclique

Dans cette partie seulement, on suppose que G est fini de cardinal n € N* et qu’il existe z € G
tel que o(z) = n.

1. Comme o(xz) = n = Card(G), on a (z) = G, donc G est un groupe cyclique de cardinal
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n et ainsi, d’apres le théoreme de classification des groupes monogenes, G est isomorphe a
(Z/nZ,+).
2. Soit d € N* avec d divise n. Alors il existe k € N* tel que n = dk et on pose y = z* € G.

On a alors, pour tout m € Z :

ym=e & = (xk)m =e,

d’ol, comme o(x) = n, dk = n|km et donc d|m i.e. m € dZ.
Par suite, o(y)|d et comme d est le plus petit entier naturel non nul de dZ, o(y) = d.

2. Eléments d’ordre p et ¢ dans un groupe d’ordre pg
A. Une relation d’équivalence sur G

3. Montrons que ~ est une relation d’équivalence sur G. Soit x,y, 2z € G.
e Reflexivité. On a, par réflexivité de I’égalité, (z) = (x) donc z ~ z.
e Symétrie. On suppose x ~ y. Alors (x) = (y) ; d’on, par symétrie de I’égalité, (y) = (z)
et doncy ~ =x.
e Transitivité. On suppose  ~ y ety ~ =z Alors (x) = (y) et (y) = (2); d’ou, par
transitivité de I'égalité, (z) = (2) et donc z ~ =z.
Il en résulte que ~ est une relation d’équivalence sur G.

4. Soit € G un élément d’ordre fini égal & n € N*. On note H = (z) qui est donc un groupe
cyclique de cardinal n : ainsi, d’apres le théoreme de classification des groupe monogene, il
est isomorphe & (Z/nZ, +) et I'application f : k — x* est un isomorphisme de Z/nZ sur H.
On ay ~ w si, et seulement si, (y) = H ie. y engendre H; or, y engendre H si, et
seulement si, f~!(y) engendre Z/nZ car f~! est un isomorphisme, et il y a exactement
@(n) générateurs de Z/nZ ol ¢ est I'indicatrice d’Euler : il s’agit des k tels que k € [0, n]
et k,n premiers entre eux.

Par suite, il y a ¢(n) éléments dans la classe d’équivalence de  pour la relation ~ et :

Cl=f{k|ke[0,n] et kAn=1})={z"|ke[0,n] et kAn=1}

B. Groupes d’ordre pqg non monogéne avec p < q

Soit p, g des nombres premiers avec p < ¢q. On suppose que G est de cardinal pqg et que G n’est
pas monogene.

5. Pour tout « € G, on a o(x) divise pg donc, comme p, ¢ sont premiers o(z) = 1,p,q ou pq;
or, comme G n’est pas monogene, o(x) # pg.
Ainsi, on a trois cas possibles pour x € G :
— o(x) =1 : ceci équivaut & x = e et on a alors Cl,, = {e} qui posséde 1 élément ;
— o(x) = p : dans ce cas, on a Cl, = (z) \ {e} qui possede p—1 éléments. En effet, comme
p est premier, d’apres la question 4 :

Clx:{xk\ke[[o,p]] etk/\pzl}:{xk\ke[[l,p—lﬂ}:<x>\{e}.

Le nombre k de classes différentes définies par les éléments d’ordre p est bien fini car G

est fini;

— o(z) = ¢ : de méme que dans le cas précédent, on a Cl, = (z) \ {e} qui possede ¢ — 1
éléments.
Le nombre [ de classes différentes définies par les éléments d’ordre ¢ est bien fini car G
est fini.
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Comme les classes d’équivalence d’une relation d’équivalence sur un ensemble forment une
partition de cet ensemble, on a, en notant P, ..., Py les classes différentes des élements
d’ordre p (toutes de cardinal p — 1) et Q1,...,Q; celles des éléments d’ordre ¢ (toutes de
cardinal ¢ — 1) :

k l
G=CLu| |Pu| |
i=1 i=1

d’ot, en passant aux cardinaux :
pg=1+k(p—1)+1(qg—1).
D’ou le résultat.

6. Onapg—1=plg—1)+(p—1) avec 0 <p—1<qg—1car 1l < p < ¢ donc il sagit
bien de la division euclienne de pg — 1 par ¢ — 1. Ainsi, comme k(p —1) > 0,onal <pet
k(p — 1) > p — 1 par maximalité du quotient de la divison euclidienne. Comme p — 1 > 0
car p > 2, on obtient £ > 1.

7. Montrons le résultat par contraposée : on suppose que [ = 0.
Alors on a :

qp—1)=pg—1=k(p—1)
dottg—1=(q¢+k)(p—1) et donc p— 1 divise g — 1.

Il en résulte, par contraposée, que si p — 1 ne divise pas ¢ — 1, alors { >'.
C. Conclusion

8. Soit G est de cardinal pg avec p, q premiers. Quitte a échanger p et ¢, on suppose p < q.
e Jler cas :p < q. D’apres les résultats et le fait admis de la partie B., on a k,l > 1. Ainsi,

il existe au moins une classe d’équivalence définie par un élément d’ordre p, disons x et
au moins une classe d’équivalence définie par un élément d’ordre g, disons y. Comme x
et y n’ont pas le méme ordre, les classes Cl, = (z) \ {e} de z et Cl, = (y) \ {e} de y
sont différentes et donc disjointes. Par suite,

() N (y) = {e}.

e 2nd cas : p = q. Alors G est d’ordre p? et non monogeéne donc tout élément est d’ordre

soit 1, soit p. Par un raisonnement similaire a la question 5, on obtient, pour ¢ le nombre
de classes d’équivalence différentes de celle de e (et donc toutes définies par des éléments
d’ordre p) :
2 _
pr=clp—1)+1
et donc ¢ = p+ 1 > 2. Ainsi, il existe au moins deux classes disjointes définies par des
éléments d’ordre p disons x et y, d’ou :

() N (y) = {e}-

3. Contruction d’une bijection entre un groupe de cardinal pq et Z/qZ x
Z/pZ

Soit p,q € N* et 2,y € G des élements d’ordres finis respectivement q et p.

On suppose que () N (y) = {e}.
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9. Soit a,b,c,d € Z. Alors

z%® = 2°y? si, et seulement si, z¢7° = yd=°

Ainsi, 277° et y¢=* appartiennent & (x) N (y) = {e} et donc sont égaux a e.
Par suite, ¢ = o(z)|a — b et p = o(y)|d — b ce qui équivaut & a = c[g] et b = d [p].
Réciproquement, si a = c[g] et b = d [p] alors 2¢7° = e = y?~b d’on 2%y® = xy.

10. Montrons que ¢(, ) est bien définie. Soit a, b, c,d € 7Z tels que (a, b) = (¢,d) (dans Z/qZ x
Z/pZ) ie.a = cq] et b = d [p]. Alors on a, d’aprés la question précédente :

Play) (@0) =2y = 2" = (o) (¢, d)

Donc ¢(,.,) est bien définie.
De plus, pour tous (@,b), (¢,d) € Z/qZ x Z/pZ tels que O(z,y) (6, B) = Q(z,y) (6, §)7 on a
x“yf = xcyi; d’ot, toujours d’apres la question précédente, a = c[g] et b = d [p] et donc
(a,b) = (¢,d).
Par suite, ¢( ) est injective.

11. On suppose que G est de cardinal pg. D’apres la question précédente, ¢, ) est injective,
donc :

Card ((p(w’y) (Z/qZ x Z/pZ)) = Card (Z/qZ x Z/pZ) = pq = Card(G).
Or, Q) (Z/¢Z x Z/pZ) C G d’ou Im(p(,y)) = G et ainsi ¢(, ) est surjective et donc
bijective.

De plus, B
G =Im(p(,y)) = {z*y" | (a,b) € Z/qZ x Z/pZ} C (z,y) C G,

par suite, G = (z,y) = {%" | (a,b) € Z/qZ x Z/pZ}.
4. Stabilité par conjugaison

A. Conjugaison et sous-groupe engendré

12. Soit z € G.

(a) Soit (H,-) un groupe et f : G — H un morphisme de groupes.
Comme f est un morphisme de groupes, pour tout n € N, on a f(a") = f(z)". Par
suite :

f(x)) ={f(@") | n e N} ={f(2)" | n € N} = (f(z)).
(b) Soit y € G. L’application f : g — 3y~ 'gy est un morphisme de groupes de G dans
lui-méme : en effet, pour tous g,h € G, on a,

F(9)-f(h) = (v~ gu) (™" hy) =y~ g(yy~" )by =y~ (gh)y = f(gh).
Par suite, d’apres la question précédente, on a :
y~Ha)y = f((2) = (f(2)) = (y'zy).

Les hypothéses suivantes sont valables pour les deux sous-parties ci-aprés (B. Cas p < q et C.
Cas p=q).
Soit p et ¢ des nombres premiers. On suppose que G est d’ordre pq et que G n’est pas monogene.

B. Casp<gq
On suppose p < g. On reprend les notations de la partie 2.
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13.

14.

Supposons par 'absurde que [ # 1. Alors, comme [ > 1, cela revient a [ > 2. Ainsi, il existe
deux classes disjointes définies par des élements d’ordre ¢, donc il existe z,y € G tels que
o(z) = g = o(y) et (x) N (y) = {e}. Par suite, d’aprés la question 11, Z/qZ x Z/qZ qui est
de cardinal ¢2 est en bijection avec G qui de cardinal pg < ¢2. Contradiction !

Par suite, [ = 1. Ainsi, on a :

ap-1)+@-1)=pg-1=k(p-1)+(p-1),
d’ou k = q.
Soit z € G avec o(x) = q. Soit y € G et b € Z. On pose z = y*. On a :

(zflxz)q =271 27 z=e¢,
~~
=e

donc, comme ¢ est premier, soit o(z~txz) = 1, soit o(z7'z2) = ¢. Or z # e donc z lwz # e

et ainsi, o(z71z2) = q.

D’apres la question précédente, il existe une unique classe d’éléments d’ordre ¢, donc
z7lzz ~ zie. (z7lz2) = (z).

Par suite, d’apres la question 12b, on obtient :

C. Casp=gq

On suppose p = q.

15.

16.

Soit z € G ~\ {e}. On suppose par I’absurde qu’il existe y € G \ {e} avec (z) N (y) = {e}
tel que y~lzy ¢ (). Posons z = y~lzy. Alors z # e car e € (x) donc z est d’ordre p dans
G car G n’est pas monogene et, de plus, (z) # (z) car z ¢ (x).

Ainsi, x et z appartiennent a deux classes d’équivalences (pour ~) différentes donc disjointes,
d’ou (z) N (z) = {e}.

Par suite, d’aprés la question 11, G = (z, 2) = {2%2° | (a,b) € Z/pZ x Z/pZ}.

Ainsi, comme y € G, il existe a,b € Z tels que :

xay—lxby _ xazb =y.
D’oll, en composant & gauche par =% et & droite par y~ 'z, on obtient :
yil — ‘Tfafb

Ainsi, y = 2%t € (z) N (y) = {e}. Contradiction car y # e.
Par suite, pour tout y € G \ {e} avec (z) N (y) = {e}, y~lay € (x).

Soit z,y € G\ {e} avec (x) N (y) = {e}. L'égalité est triviale si b = 0.
Pour tout b € Z/pZ~ {0}, y* # e et (y*)N(x) = {e} car (y*) = (y) donc, d’apres la question
12b et la question précédente :

y~(z)y’ = (y~Pay’) C (),

et il y a égalité car y~bxy® et = sont d’ordre p tous les deux.
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5. Produit semi-direct : loi de composition interne sur Z/qZ x Z/pZ

Soit p, ¢ des nombres premiers.

A. Morphismes de Z/pZ dans un groupe

Soit (H,-) un groupe d’élément neutre ey et f : Z/pZ — H un morphime de groupes.

17. On pose h = f(1) € H. Pour tout b € Z/pZ, on a, f étant un morphisme de groupes :

F(b) = f(b1) = £(1)" = h".

De plus, on a h? = f(p) = f(0) = ey donc h est d’ordre fini et o(h) | p d’ott o(h) =1 i.e.
h =ep ou o(h) = p.

18. (a)

Montrons I'implication réciproque. Comme Z/pZ posséde au moins deux éléments
(p > 2 car p premier), ey admet au moins deux antécédents par f et donc f n’est pas
injective.

D’aprés la question précédente, il existe h € H tel que f : b+ h®. Supposons f non
injectif. Alors il existe @ € H \ {0} tel que f(a) = ey. Or, comme p est premier et
a # 0, @ engendre Z/pZ; ainsi, il existe n € Z tel que 1 = na d’ou :

h=f(1)=f@" =€}y =epn.
Donc f: b+ h = eé’q = ey est constante en ey.

On suppose que H est fini non réduit a {ey }. D’apres la question 17, il existe h € H
tel que f : b+~ h® avec h = eg ou o(h)|p.

Si f est injectif, H possédant un élément différent de ey, on a alors h = f(1) # ey
donc o(h) = p.

Or, lordre de tout élément divise le cardinal du groupe, donc p divise Card(H).

B. Caractérisation de Aut(Z/qZ) et action de Z/pZ sur Z/qZ

19. (a)

Soit @ € (Z/qZ)* . Pour tout 4, j € Z/qZ, on a, par distributivité dans I’anneaux Z/qZ :
fali+j) =a(i+j) =@ +aj = fa(i) + fa(j)-

Donc fz est un morphisme de groupes de Z/gZ dans lui-méme.

Comme Z/qZ est un groupe fini, il suffit de montrer que fz est injective pour montrer
que fz € Awt(Z/qZ).

Soit 7 € Z/qZ tel que fgz(i) = 0. Alors @i = 0 donc i = 0 car @ est inversible dans
lanneau Z/qZ.

Par suite, fz est injective et donc fz € Aut(Z/qZ).

Montrons que I'application f : @ ~ fz est un isomorphisme de ((Z/qZ)* , x) dans
(Aut(Z/4Z), o).
Soit @,b € (Z/qZ)™. On a, pour tout i € Z/qZ, par associativité de x :

f.5() = (@b).i
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Dot f(@.b) = £(@) o £(B).

Par suite, f est un morphismes de groupes.
Montrons que f est bijectif.
— Injectivité. Soit @ € (Z/qZ)™ tel que fg = id. Alors, en particulier :

T:fg(T):E =a.

Par suite, Ker(f) = {1} et donc f est injective.

— Surjectivité. Soit g € Aut(Z/qZ). On pose a = g(1) € Z/qZ. L’application g étant
un isomorphisme de groupes, on a @ = g(1) # 0 car 1 # 0 d'ott @ € (Z/qZ)™ car q
est premier.

Remarque. On a été un peu fainéant ici : si q n'avait pas été premier, on aurait
di conclure en utilisant le fait que 1 est un générateur de (Z/qZ,+) et donc que
@ aussi car g est un isomorphisme de groupes ; et tout générateur de (Z/qZ,+) est

également inversible dans l'anneau Z/qZ !

De plus, pour tout i € Z/qZ, on a, g étant un morphisme de groupes :

fa(i)

I
Qf
=

fali) = g().

Par suite, g = f(@) avec @ € (Z/qZ)".
Ainsi f est surjective.
Il en résulte que f est un isomorphisme de (Z/qZ)" et Aut(Z/qZ).

Remarque. Pour la bijectivité, on aurait également pu exhiber la fonction réciproque de

f, en Doccurrence Uapplication G : g — g(1) définie sur Aut(Z/qZ) - mais les calculs
et arguments de preuve sont essentiellement les mémes que précédemment.

Ainsi, (Z/qZ)™ et Aut(Z/qZ) sont isomorphes.

20. Soit «: Z/pZ — Aut(Z/qZ) est un morphisme de groupes. On suppose « injectif.

Le groupe Aut(Z/qZ) est fini de cardinal ¢ — 1 > 0 car, d’aprés la question précédente, il
isomorphe au groupe (Z/qZ)™ - qui est bien de cardinal ¢ — 1 car q est premier.
D’apres la question 18b, on a alors :

p | Card (Aut(Z/qZ)) = q — 1.
21. On suppose p = q. Soit « : Z/pZ — Aut(Z/pZ) un morphisme de groupes.
Comme 0 < p—1 < p, on a p ne divise pas p — 1 = ¢ — 1. Par contraposée de la question
précédente, le morphisme « n’est pas injectif et donc, d’apres la question 18a, « est constant

en l'identité.

C. Loi sur Z/qZ x Z/pZ via une action par automorphismes
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22. — Par définition, *, est une loi de composition interne sur Z/qZ x Z/pZ.

— Montrons l'associativité : pour (@,b), (¢, d), (¢, f) € Z/qZ x Z/pZ, on a, par associativité
de + dans Z/pZ et Z/qZ et du fait que « est un morphisme a valeurs dans Aut(Z/qZ) :

(@) %o (¢,d)) *a (&, f) = (@+a(0)(@),b+d)*a (@, f)
= (@+a®)@ +a®+d) @), 0b+d)+f)
= (@+a®)@©) +abd)oad)(e),b+d+ f)
= (@+a®) (@+a(d)(e),b+ @+ f))
= (@,b) %o €+ a(d)(e).d + f)

(@) %o (€,d)) *a (&, f) = (@,b)*a ((€,d) *a (€, f))

Donc *,, est un loi de composition interne associatve.

— Montrons que (0,0) est un élément neutre pour la loi *, : pour (a,b) € Z/qZ x Z/pZ,
on a, comme « est un morphisme & valeurs dans Aut(Z/qZ) :

(@,b) x4 (0,0) = (@+ a(b)(0),b+0) = (a,b),
——

et

Donc (0,0) est un élément neutre pour le loi *,.

— Montrons que tout élément admet un symétrique pour *,, : pour (a,b) € Z/qZ x Z./pZ,

on a (a(—b)(—a),—b) € Z/qZ x 7Z/pZ et comme « est un morphisme & valeurs dans

Aut(Z/qZ) :
(@0) *a ((=D)(=a),=b) = (a+a()(a(=b)(=a)),b+ —b)
= (@+a(d) oa(=b)(=a)),b+ —b)
— (@+a(+=b)(=a),b+ )
= (a+a0)(=a),b+ —b)
=id
= (@+—a,b+-0)

et

Donc tout élément admet un symétrique pour .
Il en résulte que (Z/qZ x Z/pZ, *,) est un groupe.
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23. — (=) Par contraposée. On suppose « injectif. Alors, comme 1 # 0 dans Z/pZ, o(1) # id

donc il existe @ € Z/qZ ~ {0} tel que a(1)(a) # @. Ainsi, on a :

(6’ T) *a (E, 0) = (Ot(T)(E),T) # (E, 1) = (67 6) *a (67 T)

Donc (Z/qZ x Z]/pZ, *,) n’est pas commutatif.

— (<=) On suppose a non injectif. D’apres la proposition 18a, a est constant en I'identité,
donc, pour tous (@,b), (¢,d) € Z/qZ x Z/pZ, on a :

(@) %o (c,d) = (a+a(b)(c),b+d)
=id
= (a+7cb+d)
= (c+a,d+b)
= (¢+a(d)(@),d+b)
=
(@,b) *q (¢,d) = (¢,d)*q (@,b)

Donc (Z/qZ x Z/pZ, *.,) est commutatif.
Lorsque « n’est pas injectif, on remarque alors avec le calcul précédent que

(Z/qZ x 7/pZ, *) est simplement le groupe produit direct (Z/qZ x Z/pZ,+).

6. Classification des groupes d’ordre pg
Soit p, ¢ des nombres premiers avec p < g et on suppose que G est de cardinal pq.
A. Un isomorphisme entre G et un produit semi-direct dans le cas non monogéne

On suppose que G n’est pas monogene.

En vertu des parties 3., 4. et 5., il existe x,y € G (fixés pour la suite de cette sous-partie) tels
que o(x) = q, o(y) = p et {(x) N (y) = {e}; ce qui implique les propriétés suivantes :
i) Iapplication ¢, ) : (@, b) — 2% est une bijection de Z/qZ x Z/pZ sur G ;
ii) pour tout b € Z/pZ :
y~"(z)y’ = ().
24. Soit (@,b) € Z/qZ x 7/pZ. D’apres la propriété ii), on a :

baty® €y~ a)y’ = (x),

v
donc il existe un unique 73 € [0,q — 1] tel que :

y—bxayb = z7@®

D’ott I'unicité de Tz 3y € Z/qZ.
25. (a) Soit b € Z/pZ.

— Montrons que oz est un morphisme de groupes.
On a, pour tout a,c € Z/q7Z :

x@reh) = 7 0pateyb = (4Tl (yTl2yt) = 2TERTED = T @R TTEn
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26.

d'ol Mgy 25) = Tap) + T [q] et ainsi:

(@ +7T) = Tgizp) = Tap) + Tep = %@ + a5(0).
Par suite, oz est un morphisme de groupes.
— Montrons que o est bijective. Pour cela, il suffit de montrer qu’elle est injective

car Z/qZ est fini.
Soit @ € Z/qZ tel que og(a) = 0. Alors, on a :

y—bxayb _ .’1?0 —e
donc, en composant & gauche par 3 et a droite par y~°
a = 0]q]; et donca=0.

Par suite, oy est injective et donc bijective.

, on obtient % = e i.e.

I1 en résulte que aj appartient a Aut(Z/qZ).

Soit b,¢ € Z/pZ.

Montrons que ag o az = ag_ 4.

Soit @ € Z/qZ. On pose m = ag(az(@)), m2 = a5, (@) et 73 = ag(a@). Alors, on a :
a™ = yTlamey

c,.a,cC

= y 'y~ a"y )y’
=y (b-‘rc)xa b+c

x = "8

d’olt o 0 az(@) = 71 = T2 = ag4(@).

Par suite, ag o az = ag_ 4.

Il en résulte que « : Z/pZ — Aut(Z/qZ) est un morphisme de groupes.

Montrons que lapplication ¢, ,) est un isomorphisme de groupes de
(Z/qZ x Z[pZ,*,) dans (G,-). Comme ¢, ,) est bijective d’aprés la propriété
i), il suffit de montrer que c’est un morphisme de groupes.

Soit (@, b), (¢,d) € Z/qZ x Z/pZ. On note m = Tep e T =05(C). Ona:

Oy (@) *a (6,d)) = @y (@+ 5(@),b+d)
= Quy (@Fmb+d)

_ xa+ﬂ'yb+d
_ xaxﬂybyd

= 2%’y Pz’ )yt

= (2"y").(z°y%)
Play) ([@D) *a (T,d)) = @@y (@) Py (©d).

Donc ¢(,,,) est un isomorphisme de groupes de (Z/qZ x Z/pZ, *,) dans G, ).

(b) Comme ¢, , est un isomorphisme de groupes et G = (z,y), on a :

Z/qZ X T2 = (9, (), 97ty W) = {(T,0), (6, ).
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(¢) On suppose G non monogene et p < g.

i. Supposons par l’absurde que x et y commutent. Alors on a, pour tout n € N,
(xy)™ = z™y™. Ainsi, on a :

(@9 = (@9 (7) = e

donc o(zy)|pg et si, pour n € N, (zy)™ = e, alors 2" = y=", donc 2",y ™ €
(xYyN{y) = {e}; dou z™ = e et y™ = e i.e. gln et p|n. Or p et ¢ sont premiers entre
eux car nombres premiers différents, donc, pour tout n € N tel que (zy)™ = e,
pg|n et donc pqlo(xy).

Il en résulte que o(zy) = pg = Card(G) donc G est monogeéne. Contradiction !
Par suite, x et y ne commutent pas.

ii. D’apres la question précédente, z et y ne commutent pas. Ainsi, G n’est pas com-
mutatif et donc, par isomorphisme (Question 26a), (Z/qZ x Z/pZ, *.) ne l'est pas
non plus. Par suite, d’aprés la question 23, le morphisme « : Z/pZ — Aut(Z/qZ)
est injectif.

Il en résulte, d’apres la question 20, que p divise ¢ — 1.

B. Classification des groupes d’ordre pq avec p < q
On suppose p < q.
27. — On suppose que p ne divise pas g—1. Alors, comme p < g, par contraposée de la question

26(c)ii, G est monogene. Par suite, d’apres la question 1, G (qui est de cardinal n = pq)
est isomorphe a (Z/pqZ,+).

— L’hypothese n’est pas importante ici! On traite deux cas comme indiqué :

e Si G n’est pas monogene, alors, d’apres la question 26a, G et (Z/qZ x Z/pZ, *,) sont
isomorphes (et notons que dans ce cas, p divise ¢ — 1 d’apres la question 26(c)ii).

e Si G est monogene, alors comme précédemment, G est isomorphe & (Z/pgZ,+). Or,
comme p et ¢ sont premiers entre eux (car nombres premiers différents), d’apres
le théoréeme Chinois, (Z/pgZ,+) et (Z/qZ x 7/pZ,+) sont isomorphes; done, par
transitivité, G est isomorphe & (Z/qZ x Z/pZ,+) qui est égal & (Z/qZ X Z/pZ, *4)
avec « non injectif (Question 23).

C. Classification des groupes d’ordre p?
On suppose p = q.

28. On raisonne par disjonction de cas :
— Si G est monogene, d’aprés la question 1, G est isomorphe au groupe (Z/p?Z, +) - qui
est commutatif;

— Si G n’est pas monogene, alors, d’aprés la question 26a, G est isomorphe a
(Z/pZ x Z/pZ,*4). Or, d’apres la question 25b, « est une action de Z/pZ sur Z/pZ
donc, d’apres la question 21, a est constante en l’identité.

Par suite, d’apres la question 23, on a (Z/pZ X Z/pZ, *a) = ((Z/pZ)2 , +>.

Il en résulte que G est isomorphe au groupe ((Z/ pZ)2 , —l—) qui est commutatif.

7. Théoreme de Cauchy

29. Soit ¢ un nombre premier. On suppose que G est de cardinal n € N* et que ¢ divise n.
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(a) L’application F : f — (f(1), f(2),..., f(g— 1)) est une bijection de E sur G¢~! car,
pour tout (z1,...,74—1) € GP~1, la fonction f € F,(G) telle que, pour k € [0,q — 1] :

ﬂm{

Tk

sik#0

(1..wg_1)"t sik=0

appartient a F et est 'unique antécédent de (z1,...,z4—1) par F.
Par suite, Card(E) = Card(G?~!) = n9~1.

b) Montrons que R est une relation d’équivalence sur E. Soit f,g,h € F.
g

e Reflezivité. f R [ car, avec 0 € Z/qZ, on a bien, pour tout k € Z/qZ, f(k +0)

f(k).

e Symétrie. On suppose f R g. Alors il existe m € Z/qZ tel que, pour tout k €7Z/qZ,

f(k+m) = g(k).

On a alors, pour —m € Z/qZ et pour tout k € Z/q7Z :
g(k +=m) = g(k —m) = f(k —m +m) = f(k).

Doug R f.

e Transitivité. On suppose f R g et g R h. Alors il existe m,m’ € Z/q7Z tel que,
pour tout k € Z/qZ, f(k+m) = g(k) et g(k+m') = h(k).
On a alors, pour m +m’ € Z/qZ et pour tout k € Z/q7Z :

fEk+m+m)=fk+m' +m) =gk +m) =g(k+m) = h(k).

Dot f R h.

Il en résulte que R est une relation d’équivalence sur E.

(c) Soit f € Fp(G).

— On a, pour tout k € Z/qZ :

Donc S9(f) = f.
— On suppose f € E :

D'ott S(f) € E.

s9(f
Is(H®
k=0
15
k=0
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— On suppose f € E. On a, pour 1 € Z/qZ et pour tout k € Z/qZ, f(k+1) = S(f)(k)
et donc, comme S(f) € E, on obtient S(f) R f.

Soit f € E' et C' sa classe d’équivalence.

D’apres ce qui précede, par transitivité de proche en proche, on a S™(f) R f pour
tout m € Z.

Par suite, {S™(f) | m € [0,q — 1]} C C.

De plus, si g € Cy, alors il existe m € Z/qZ tel que, pour tout k € Z/qZ,
S™(f)(k) = f(k +m) = g(k).
D’ou g = S™(f) et de plus, comme S? = Id, on peut choisir pour m le représentant
de 7 dans [0,q — 1].
Il en résulte que :

Cr={5"(f) | m e [0,¢—1]}

Soit f € E et Cy sa classe d’équivalence pour R.
D’apres la question précédente, on a :

Cr={5"(f) | me[0,¢—-1]}

ensemble qui possede entre 1 et g éléments.

Montrons que si deux éléments S™(f) et S’m/( f) avec m # m’ sont égaux, f est
constante.

Soit m,m’ € [0,q — 1] avec m < m’. On suppose S™(f) = Sm/(f).

Alors, pour d =m/ —m € [1,q — 1], on a, pour tout k € Z/q7Z :

SUHR) = F( dFE ) =S"(NE=m)=S"(f)(k—m) = fm+Fk—m) = f(F).

Donc S¢ = Id.
Or, comme d € [1,q—1] et g est premier, d et ¢ sont premiers entre eux, donc, d’aprés
le théoreme de Bézout, il existe u, v tels que 1 = ud 4 vq et ainsi :

S(f) = (59" 0 (89" (f) = 1d)" o (10)" (f) = f.

Par suite, pour tout k € Z/qZ, f(k+ 1) = f(k). Donc f est constante en f(0). Il en
résulte qu’on a ’aternative suivante,
— Les éléments de C sont tous différents : alors Card(Cy) = ¢;

— Deux éléments S™(f) de C; d’exposants différents sont égaux : alors f est constante
et alors, pour tout m € [0,q — 1], S™(f) = f. D’ou Cy = {f} i.e. Card(Cy) =1
et, de plus, f est constante.

D’apres la question précédente, les classes d’équivalence sont soit de cardinal 1, soit
de cardinal q.

On note alors ¢; le nombre de classes de cardinal 1 et ¢, le nombre de classe de cardinal
q.

Les classes d’équivalence formant une partition de F, on a la relation, en utilisant le
résultat de la question 29a :

1+ gy = Card(E) = n?™ L.
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Or, ¢ divise n, donc ¢; = n? ! —gc, = 0g).

De plus, la fonction constante en e appartient & E et sa classe d’équivalence est de
cardinal 1, donc ¢; # 0.

Par suite, ¢; > 1 car ¢y > 1et 1 # 0 [g] puisque ¢ > 1. Par suite, il existe une classe
d’équivalence de cardinal 1 (et méme kg — 1 classes avec un certain k € N*) qui n’est
pas celle de la fonction constante en e.

Ainsi, il existe z € G \ {e} tel que la fonction f constante en x appartient & E et

donc :
qg—1

£L’q:Hf(E):6,

k=0

d’ou z est d’ordre q dans G.

30. On suppose G de cardinal pq avec p,q premiers. Comme ¢ est premier et ¢ divise n = pgq,
d’aprées la question précédente, il existe  d’ordre ¢ et donc, il existe au moins une classe
d’équivalence pour ~ d’éléments d’ordre ¢, d’ou [ > 1.
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