Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°20

Partie A

Théoremes de convergence dominée et d’intégration terme a
terme

1. Exercices basiques

Exercice 1.

Déterminer la limite, lorsque n tend vers +oo, des suites suivantes :

1. (/Oﬂ/4(tant)”dt) 2 </1+°° 1 jitﬂ)

+oo ,—z/n 1
5 </0 16—5—952(&) 4. </0 f(t")dt) , f:]0,1] = R continue.

Dans chaque cas, on va appliquer le théoreme de convergence dominée.
1. Pour tout ¢ € [0,7/4[, on a (tant)™ — 0 car tant € [0, 1[. De plus, pour tout ¢t € [0, 7 /4],
on a |tant| < 1 et la fonction constante égale a 1 est une fonction intégrable sur |0, 7/4].
Toutes les fonctions invoquées étant continues par morceaux, on en déduit que

w/4 /4
lim (tant)"dt = / 0dt = 0.
0

n—-+4o00 0
Remarquons que le fait que ((tan(w / 4))") ne tende pas vers 0 ne pose pas de problemes. 11
suffit d’avoir la convergence simple sur 'intervalle ouvert.
2. Remarquons que l'intégrale considérée converge pour n > 2 par comparaison a une intégrale

de Riemann. Pour tout t > 1, on a

1 n—-+4oo 0.
1+ ¢m

De plus, pour n >2ett>1,0n a

1 1
R I
14+t7 |~ 14142

La fonction a droite de I'inégalité est intégrable sur [1, +oo[. On en déduit par le théoréme
de convergence dominée que
+oo 1
lim dt = 0.
n—+oo [y 141tn




Remarquons qu’on peut aussi tres bien prouver ce fait sans utiliser le théoréme de conver-
gence dominée. En effet, il suffit d’écrire, pour n > 2 et t > 1,
1 1
0< < —.
14t T tn

On integre cette inégalité entre 1 et 400 pour trouver

/+°° dt 1
0< <
=/ 14+t —n-1

et on conclut par le théoréme des gendarmes.

3. Soit  €]0, +oo[. Alors =% — 0 si n — 400 et par composition des limites exp(—z/n) —
exp(0) =1 si n — 4o00. On a donc, pour tout tout x €]0, +o0],
exp(—z/n) 1

li = .
nﬁlr}rloo 1+ 22 1+ 22

De plus, soit x €]0,4+o00[ et n > 1. Alors —z/n < 0 et donc exp(—z/n) < 1. Donc, pour
tout x €]0, +oo[ et tout n > 1,

1
— 1422

exp(—z/n)
1+ a2

Or, la fonction z — H% est intégrable sur |0, +oo[. En effet, elle est continue sur [0, +oo]
1 1

et 1+:L'2 ~ioco ﬁ Donc
+oo +oo
) exp(—z/n) dx too T
S| T s /0 T g2 leretan(@)g ™ = 5

4. Pour tout t € [0,1[, (t™) tend vers 0 et donc, par continuité de f, (f(t")) tend vers f(0).
L’hypotheése de domination dans le théoréme de convergence dominée est un peu plus subtile
a obtenir, mais le raisonnement est tres classique. On remarque que, puisque f est continue
sur [0, 1], elle y est bornée, disons par M > 0. Mais alors, pour tout ¢ €]0, 1], on a

lFE) < M

et M (qui est une constante) est intégrable sur Uintervalle borné ]0,1[. On peut donc
appliquer le théoréme de convergence dominée et on trouve que

1 1
ti | F(a)de = /0 F(0)dt = £(0).

n—-+oo

Exercice 2.

Pour z >0 et n > 1, on pose f,(z) = (1+ 2)".
1. Démontrer que, pour tout > 0, f,(z) — €* et que |f,(z)| < €*.
2. En déduire, pour b > 1, la limite de 0+°o (1 + %)n e b dr.



1. On a
fn(x) = exp (nln (1 + %)) :

Or,In (14 2) ~p400 £ et donce, par composition des limites, f,(z) — €*. De plus, pour
u >0, on aln(l+ u) <wu. On en déduit que, pour tout = > 0, on a

0 < fo(z) <exp (n X %) < exp(z).

2. Appliquons le théoréme de convergence dominée & la suite de fonctions g, (z) = f,,(z)e %%,

En effet, cette suite de fonctions converge simplement vers e(!=?)% et, pour tout = > 0 et
tout n > 1, on a la majoration |g,(x)| < e=?* et cette derniére fonction est intégrable
sur |0, +o00[ (car b > 1). On en déduit que

“+ o0

1
® 1

lim (1 4 E) e dr = / ey — —
n—+0o0 Jq n 0 b—1

Exercice 3.

Pour n > 1 et € [0,1], on pose fy,(z) = nz(l —x)™.
1. Démontrer que, pour tout x € [0, 1] et tout n > 1, on a |f,(z)| < 1.

2. En déduire limy,_ 4o [, nz(l — )" d.

1. Remarquons d’abord que pour tout n > 1 et tout « € [0, 1], on a f,, () > 0. Pour déterminer
le maximum de f,, sur [0, 1], on dérive cette fonction :

fi@)=nl—z)" —n’z(1—2)" ' =nl-2)"'(1- (n+ 1)z).

n
La dérivée s’annule en x,, = 1/(n + 1) et donc, pour tout x € [0,1], on a

. 1 n n n+1
0< ful@) < fulon) = — (1_n+l> - <n+1> =

2. On peut maintenant appliquer le théoréeme de convergence dominée. Par comparaison des
fonctions polyndmes et puissances, pour tout = €]0, 1], on a f,,(z) — 0. De plus, |f,| < 1 et
les constantes sont intégrables sur U'intervalle borné [0, 1]. Par le théoréme de convergence

dominée, on trouve
1

lim nx(l —z)"dz = 0.
n—-+oo 0

Exercice 4.

Déterminer la limite des suites suivantes :

+oo 4 +o0 d
(S ) 2 (™ o)




1. Posons, pour z > 0, f,(x) = n+€,. Alors,
— Pour tout z €]0,1], fr(x) = e * sin — +o00;
— fu(l) — —Hlel.

— Pour tout > 1, on a f, () — 0 lorsque n — +o0.

De plus, pour tout n > 1 et tout = > 0, on a | f,,(z)| < e™* et cette fonction est intégrable.
On en déduit par le théoreme de convergence dominée que

400 d 1
. x _ _
lim — = e %dzx=1—e1.
n—+oo Jq "™ + e” 0

2. Posons gn(z) = W On écrit

1
V142" = exp ( In(1+ z”)) .
n

Pour z €]0, 1], on en déduit que g,(x) — Pour x > 1, 0n a

1
1422
2 1 1 -
Vi4+zr=exp| —nln(z)+ —In(14+27") | — =

n n

De plus, on a pour tout = > 0, |g,(x)| < + ——, fonction qui est intégrable sur |0, +oo], et
donc, d’apres le théoreme de convergence dominée,

¥ +oo ( )d /1 dx N /+oo dr
im n(x)dr = T P am——
n—-+oo 0 9 0 1 + .’1,‘2 1 (1 + 332).’1,‘

Reste & calculer chaque intégrale. La premiére ne pose pas de problémes, elle vaut /4.
Pour la seconde, on écrit

/X dz /de /X %
— = — - dx
1 (T+22)z n & 1 1422

1 X
= [lnaﬁ = 5 In(1 4+ xQ)]

1
In2
= In(X)- 5 S ln(1+ X%) + -

On fait alors tendre X vers 400, et on remarque que
1 9 1 _9
ln(X)—§ln(1+X ):ln(X)—ln(X)—gln(l—i—X ) —X—+o00 0.

On en déduit que
+oo
. m  In2
nEToo A gn(z)dz = 1 + -



Exercice 5.

Déterminer la limite des suites suivantes :

1. (f;oo arctan(nx)e‘xndx) 2. <f0+°° H;Z,de)
1. Posons f,(z) = arctan(nz)e™®". Pour x > 0, arctan(nz) — /2. Pour z €]0,1],

exp(—z") — 1, pour z = 1, exp(—2") — e~ ! tandis que pour x > 1, exp(—z") — 0.
De plus, on a pour tout = €]0, +0o],

|[fn(2)] < g()
avec g(x) = w/2 si x € [0,1] et g(z) = me~*/2 si > 1. La fonction ¢ étant intégrable sur
10, +00[, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et on trouve
+oo

1
n 7r 77
lim arctan(nz)e™* dx :/ —dr = —.
n—-+oo 0 0 2 2

2. Posons f,(x) = 1-5-271“ Alors
— Pour z €]0, 1], fn(xz) = 0;
— ) =1/2;
— Pour x > 1, fu(x) — 1/22.

Reste a trouver une fonction dominante intégrable pour pouvoir appliquer le théoréeme de

convergence dominée. Posons g(z) = 1 si # € [0,1] et g(z) = -5 si & > 1. Alors g est

intégrable sur [1, +oo[ et il est facile de vérifier que, pour tout n > 1 et tout > 0, on a
| fn(2)] < g(z). Par le théoréme de convergence dominée,

—+o0 n (') 1
lim ——dx = ==l
n—+oo Jo 14 pnt2 1 2 '

Exercice 6.

Déterminer la limite, quand n — +oo, de

On pose fn(z) = 1o, (1 — %)n On fixe # € R . Alors, pour n assez grand, z € [0,n[. On a alors

o) = (1=2)" = om(1-2)
= exp (n (—% —|—0(1/n)))
= exp(—a+o0(1)).



Ainsi, pour tout © € R, on a f,(x) — e~ *. De plus, puisque In(1+u) < u pour tout u €] —1, +00],
on obtient

0 < fu(z) <exp (n <—%)) <e™®

(cette inégalité est valable méme si z ¢ [0, n[). Puisque la fonction e~* est intégrable, on déduit
du théoreme de convergence dominée que

+o00 +oo
lim fn(z)de = / e dx = 1.
0

n—-+4oo 0

En réalité, ici, I'usage du théoréme de convergence dominée est completement inutile. L’intégrale
se calcule tres facilement

[ = 007 =

quantité qui tend bien évidemment vers 1.

Exercice 7.

Démontrer 1’égalité suivante :

+oo " +oo e~
lim n e " dax = dx.
n—4o0o 1 1 x

On va appliquer le théoreme de convergence dominée, mais apres le changement de variables
t = 2™ dans la premiere intégrale. On a alors

“+o00 n +oo e—t
n/ e ” dx:/ vy
1 1 t

Posons alors, pour n > 1l et t > 1, f,(t) = e%ttl/". Il est clair que, pour tout ¢t > 1, f,(t) —

e—;t. Pour appliquer le théoreme de convergence dominée, il faut encore vérifier I’hypothese de

. . 1/n . 2
domination. Mais, tout t > 1letn > 1, ona 0 < tt = 11 - < 1. Autrement dit, on a prouvé
t n

que, pour tout ¢ > 1 et tout n > 1, on a

[fa(t)] < e

Or, la fonction ¢ — e~ est intégrable sur [1,+oo]. Il est donc légitime d’appliquer le théoréme
de convergence dominée et on trouve

+o0 et
1

n——+00

ce qui est le résultat voulu.



Exercice 8.

1. Démontrer que f0+°° e dt = on>1 -

2. Plus généralement, démontrer que, pour tous a,b > 0, on a

+oo —at +oo
te 1
——dt = —_—
/0 1—e bt ; (a+ bn)?

1. Remarquons d’abord que la fonction ¢t — 6%1 est intégrable sur [0, 400 : en effet, elle est
continue sur ]0, +ool, elle se prolonge par continuité en 0 (car e/ — 1 ~q t) et au voisinage
de V'infini, elle est équivalente & te™! qui est intégrable sur [1, +oo[ (elle est négligeable
devant t~2 par exemple). L’idée ensuite est de reconnaitre dans la somme d’une série
géométrique. Pour cela, on factorise par e’ et on trouve,

t —nt
et—1 l—et Zte

Cette égalité est valable dés que e™! < 1, c’est-a-dire deés que ¢ > 0. Posons f,(t) = te™ ™.
Alors

— Chaque f,, est continue par morceaux sur |0, +o0[, intégrable sur ce méme intervalle,
et

t -1

—+o0 —+oo 1
/ | fn(t)|dt = / te ™dt = — (intégration par parties).
0 0 w

— Pour tout t > 0, la série > fn(t) converge vers t —

etl

On peut donc appliquer le théoréeme d’intégration terme a terme, et on trouve

+oo +oo 7t
/O _1dt Z/ dt = Z

n>1 n>1

2. La méthode est exactement identique et les détails sont laissés aux lecteurs. On trouve une
somme a partir de 0 et non de 1 car

tef(a+nb
E=riadd

n>0

Exercice 9.

1. (a) Démontrer que

+°°/ /1 dx
Z 1—x r = .
0o 1+

too (_1)k+1

(b) En déduire que

=1In2.
k=1



1

2. En calculant de deux fagons Z:i%(—l)” Jy 2"

0 (1—z)dz, déterminer la valeur de la somme

+oo
(=D"
nz::o 2n+1)(2n+2)"

1. (a) Posons u,(r) = z**(1 — z). Chaque fonction wu,, est positive. De plus, pour tout
x €]0,1[, la série > uy,(x) converge simplement vers
u = —_—
a 122 1+=z

(somme géométrique), fonction qui est continue sur |0, 1[. De plus, on a

! () 1 1 1
Un () = = ———— Mgy ==
0 n+1 2n+2 " 4n?

qui est le terme général d’une série numérique convergente. D’apres le théoreme d’in-
tégration termes a termes, on en déduit que

too 1 1
Z/ un(x)da::/ de =In2.
n=0"0 0 1+z

(b) On a également

/1 )= !
Uy, (z)dx = = .
) m+1 2n+2

Tenant compte de la parité des termes, on a finalement

(—1)k+1 1 1
- - =In2.
2= n;) n+l 2m+2)

k>1

2. Posons Sy (z) = Zgzo(—l)"m%(l — z). Pour z €]0,1], la suite Sy () converge vers = —
11;—;”2 (toujours par un argument de série géométrique). De plus, on sait d’apres la premiére

question que la série ) fol ’(—1)"322"(1 - x)’ dz est convergente. On peut donc & nouveau
appliquer le théoréme d’intégration terme a terme pour obtenir

1 +oo
/ )" 2?1 — x)da

1
= —— (1 —2x)d
/0 1+;z:2( x)dx

1
= [arctanx ~3 In(1 + z?)

+oo

Z(—l)”/o z?"(1 — z)dx

n=0

1

0
In2

T
4 2



Par ailleurs,

! 1 1 1
/0 =) = e S T Tt D@t D)
On obtient finalement
+ZOO (- _ 7 2
—(2n+1)(2n+2) 4 2

(\o}

Exercice 10.

Soit (an) une suite de nombres complexes telle que Y, a,n! converge absolument. Démontrer

que
400 +oo —+oo

/ e " E apx"™ | dx = E apn!.
0 n=0 n=0

, . / +oo _ . N
On démontre facilement par récurrence que fo z"e *dx = n!. Mais alors, les hypotheses de
I’exercice nous disent que la série

+oo +o00
Z/ ’anx e~ |dx = Z |an|n!

n>0
est convergente. De plus, la série Zn>0 a,x™ est normalement convergente sur tout segment
[0, A], car on peut majorer |a,z"| < |ap|A™ < |a,|n! pourvu que n soit assez grand. La fonction
somme est donc continue sur [0, +oo[. On peut alors appliquer le théoréme d’intégration termes
a termes et on trouve

+oo “+o0
Zann' Z/ apz’e zdx*/ Zanx e ”

n>0

ce qui est le résultat voulu.

2. Exercices d’entrainement

Exercice 11.

Soit f : Ry — R une fonction continue et bornée.
1. On pose I,, = nfOJrOO f(x)e ™ dx. Déterminer £ = lim,, s o0 1.
2. On suppose de plus que f est C!, de dérivée bornée, et vérifie f/(0) # 0. Déterminer un
équivalent de £ — I,,.
3. On ne suppose plus que f est C!, mais uniquement que f est dérivable en 0 avec f’(0) # 0.
On définit g sur Ry par g(t) = M sit>0et g(0) = f'(0).



1.

3.

(a) Justifier que g est bornée.

(b) Démontrer que le résultat obtenu & la question précédente reste vrai.

Effectuons le changement de variables u = na. Alors

I, = /O - Fu/n)e " du.

Mais, pour tout u > 0, f(u/n)e”™ tend vers f(0)e™* lorsque n tend vers l'infini (par
continuité de f en 0). De plus, on a pour tout n > 1 et tout u > 0,

|f(u/n)e™| < [[fllce™.

Cette derniere fonction étant intégrable, on en déduit par le théoréme de convergence do-
minée que
“+o0
lim I, = 0)e “du = f(0).
Jim 1= [T )= £
Les hypotheses nous invitent a effectuer une intégration par parties, en dérivant u — f(u/n)
et en intégrant u — e~*. C’est légitime car lim,_, 4~ f(u/n)e™™ = 0. On obtient

+oo
L=t =7 [ fme i

En appliquant un raisonnement identique & celui de la premiére question (ou méme en
appliquant directement le résultat de la premiere question & f), on obtient que

—+oo

lim ' (u/n)e "du = f(0) # 0.

n—-+oo 0

Ceci entraine que
f(0
I, — f(O) ~+oo %

(a) g est continue sur Ry (parce que f est dérivable en 0) et tend vers 0 en +oco. Elle est
donc bornée sur R .

(b) Utilisons que f(0) =n oo

o € ""dz pour écrire

“+o0
I~ f(0)=n / (f(z) - 1(0)e""dx

+oo
= [ Gt = sy i
1Y f(u/n) - £(0)
|

ue” “du.
n u/mn

Or, pour tout v > 0, on a

fu/n) = f(0)

n ue™" — f(0)ue™ ™.

10



De plus, en notant M un majorant de |g|, on a

’f(/n)/;f(o) = lglu/m)lue" < Mue™

et cette derniere fonction est intégrable. On déduit donc du théoréme de convergence
dominée que

/+oo Mue_udu - /+Oo f/(o)’lw_udu = f/(0)7

u/n

ce qui redémontre le résultat de la question précédente sous des hypotheses plus faibles.

Exercice 12.

On pose, pour n > 1,

L
I, = / dt.
o L+tn

2. Déterminer un équivalent de £ — I,,.

1. Déterminer ¢ = lim,,_, 1 o Iy

1. Pour tout ¢ €]0, 1], on a

1 n—-+oo

1+tn
De plus, pour tout t €]0, 1] et tout n > 1, on a

1.

1
14+¢7

et la fonction constante égale a 1 est intégrable sur l'intervalle borné ]0,1[. On en déduit
par le théoreme de convergence dominée que

1
Mlh:/lﬁZL
n—-+oo 0

1 1 1 m 1 tn—l
In—EZ/ -1 dtZ/ dtZ/tX dt.
o \11m o Tt o T 1gem

On réalise une intégration par parties, et on trouve que

In2 1

1 1 1 1 1
IL,=—|In(14+t")| — = In(1+t")dt = — — — In(1 + t")dt.
L+l — - [ m e =22 -2 [ mae

1
lim In(1+t")dt =0,

n—+oo 0

11



ce qui se redémontre ou bien en majorant ou bien par le théoréeme de convergence dominée.

On en conclut que
In2

f= In ~n—+oo T

Exercice 13.

Soit la fonction I' définie pour « > 0 par

+oo
I(z) = / t* te~tat.
0

En introduisant I,,(z) = f;' (1 — %)n t*~1dt, démontrer que
nln®

F(x)=nﬂlfoo r(r+1)...(x+n)

On commence par calculer I,(z) : par un changement de variables, puis par des intégrations par
parties successives, on trouve

1
Iym) = nI/O (1 —uw)"u* tdu

1
= nmﬁ/ (1 —u)" tudu
0

7
n! !
= n" u” T du
JE(I’+1)...(I+TL*].)/O
n!
n* .
z(x+1)...(x+n)

On voit done que pour résoudre exercice, il suffit de prouver que I,(z) converge, a x fixé, vers
T(z). Introduisons f,(t) = g, (1 — £)"¢*~1. Alors :

— Pour chaque t, on a f,(t) — e {t*~1;

— De plus, utilisant que In(1 + z) < z (car le logarithme est concave), on a

In(l — t/n) < _%.

() oo 1)

pour |t| < n. On en déduit que

Ainsi

()] < €777,
fonction qui est intégrable.

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée, ce qui donne le résultat.

12



Exercice 14.

Soit (a,) une suite de ]0,+oo[ qui converge vers 0. Soit f : RT — R continue et bornée.

+oo
Déterminer la limite de / aznfi(xl .
0 an, +x

Commencgons par observer que, pour chaque entier n, I'intégrale est bien définie. En effet, si C' > 0
est tel que | f(z)| < C pour tout x > 0, alors on a

an f()

2 2
a; +x

Cay,
2 2
a; +x

et la fonction a droite de I'inégalité est intégrable (le dénominateur ne s’annule jamais sur R, et
elle est équivalente au voisinage de +o00 & Ca,, /2?). Déterminons maintenant la limite en utilisant
le théoreme de convergence dominée. Pour cela, on réalise le changement de variables z = a,u.

L’intégrale est alors égale a
/ L),
0

1+a22 7
Posons g(z) = MI;;’. Alors la fonction g est intégrable sur [0, +o00[ et de plus, pour tout n > 1 et
tout = > 0,
flan®)
< .
T g(z)

En outre, pour tout z > 0, on a

. flapz)  f(0)
ngr-&r-loo 1+22 1422

D’apres le théoreme de convergence dominée,

+oo +oo
[, [T IO
n—+oo Jq az +x 0 1

a2 §f(0)'

Exercice 15.

Soit € un réel non congru a 0 modulo 2.

1 et
Re (/ pdac) =—1In
o 1—e’z

+oo 1 1 eie

Z et o pn — ——d=.
1— ety

n=0"70 0

1. Démontrer que

0
2sin —|.
51n2’

2. Démontrer que

3. Conclure que

Z cos(nd) '

n
n>1

0
2sin‘.
2

13



1. La fonction x — % est continue sur [0, 1] (le dénominateur ne s’annule pas). Il n’y a
pas de problemes d’intégrabilité, et il s’agit juste d’un calcul d’intégrales :

1 et 1 et
Re (/ .odx) = / Re (.odx)
o 1—e¥x 0 1—ez
/1 cosf —x
= dx
o 1—2xcosf+ a2

= [—; In (1 — 22 cosf + x2)]

1

0

= —In

0
QSin‘.
2

2. Posons Sy (x) = Zﬁrzo e +t)ign On a

i0 _ i(N+2)0 , N+1

e
Sn(z) = 1—ex
soit
S (@)] €
NAMT=1 Zeifg]”

Cette derniere fonction est intégrable sur [0,1] et ne dépend pas de N. De plus, pour tout

i0 Y re N
r €]0,1[, Sn(x) converge vers 7 lorsque N tend vers +oo. D’apres le théoreme de
convergence dominée,

Foo 1 1 b
Z 0 gy = ——dx.
1— ey
n=0"0 0
Remarquons qu’on ne pouvait appliquer le théoréme d’intégration terme a terme ici car la

L. L 1) .
série de terme général [, |e!(" V92| dz est divergente.

n
la partie réelle de I’égalité et d’appliquer le résultat de la premiere question.

L3N . . inf
3. La premiére somme apparaissant ci-dessus vaut encore ) ., <—. Il suffit alors de prendre

Exercice 16.

Le but de cet exercice est de démontrer la remarquable identité :

1. Justifier la convergence de chacun des membres de 1’égalité précédente.

2. Pour p et ¢ des entiers naturels, on pose I(p,q) = fol 2P (Inz)%dz ; justifier la convergence
de cette intégrale.

3. Calculer I(m,0) pour m € N.
4. En déduire la valeur de I(p, q) pour tout couple (p,q) € N2
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. En developpant en série, justifier que
1 +oo
dx (=)™
— = ——1I(n,n).
/0 x® 7;) n! (n,n)

. Conclure.

. Pour la série, il suffit de remarquer que, pour m > 2, on a

1 1
0< — < —.
m m
. 2.9 1
Puisque la série ), —5 converge, il en est de méme de la série ) —=. Concernant l'in-
tégrale impropre, on commence par écrire
1

f(z) = P exp(—zInx).

Cette fonction est continue sur |0, 1], et se prolonge méme par continuité en 0 par f(0) = 1,
car lim, o2 Inz = 0. Ainsi, f se prolonge en une fonction continue sur [0, 1], et en fait on
n’a pas affaire a une intégrale impropre.

. La fonction z — 2P (Inx)? est continue sur ]0, 1]. De plus,
VI x (zP(Inz)?) — 0 lorsque z — 0.

Ainsi, en 0, 2P(Inz)? = o(1/+/x), et comme 1//x est intégrable sur [0, 1], il en est de méme
de z — zP(Inz)?.

. C’est un calcul de primitive direct, et on trouve I(m,0) = o

. Supposons ¢ > 1. On va intégrer par parties :

! 1
/ 2P (Inz)ldx = [ P (In :v)q}
0 p+ 1

Par une récurrence immédiate, on trouve

1

1
1 q
— P12 (In )7 1dx——71 ,q—1).
. /op+1 —(Inz) o] (pa—1)

(—1)4q!

I(p’ q) = (_1)qq7'1(pa 0) = (p+ 1)q+1 :

(p+1)2

. On écrit a nouveau que - L — exp(—xInx), et on utilise que pour tout réel u, on a exp(u) =

oo 4t On en déduit que

ld 1+OO 1 foo
/055 / n' lnx"dm*/ Z—m (—Inz)"dz.

On peut alors justifier la permutation de la somme et de I'intégrale en utilisant le théoreme
de convergence dominée : en effet, pour N > 1, on utilise que

N (1) N
Z o x” " Sz;)ax —Ilnz)" <Z—x —Ilnz)" Sﬁ’
o=

n=0
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et cette derniere fonction est intégrable.

On peut donc permuter la somme et l'intégrale, et donc
1 00 1 +o00
dx (_1)n n n
/0 = ZO - / "(Inz)"dz = Z ).
n= n=0

6. On remplace I(n,n) par sa valeur, puis on fait un changement d’indices :

0 TT (n 4 1)n+1 mm’
n=0 m=1

Exercice 17.

1. Démontrer que f0+oo A dt = Y o>t =2

2. Plus généralement, démontrer que, pour tous a,b > 0, on a

+oo —at 400
te 1
e =N
/0 1—e bt nz::o (a+ bn)?

1. Remarquons d’abord que la fonction ¢ — ﬁ est intégrable sur [0, +o0[ : en effet, elle est
continue sur ]0, +oc|, elle se prolonge par continuité en 1 (car e! — 1 ~q t) et au voisinage
de Dinfini, elle est équivalente & te™! qui est intégrable sur [1,+oo| (elle est négligeable
devant ¢~2 par exemple). L’idée ensuite est de reconnaitre dans ﬁ la somme d’une série
géométrique. Pour cela, on factorise par e’ et on trouve,

— +o0o
t te~t .
et—lzl—e—tzzte ’
n=1

Cette égalité est valable dés que e™* < 1, c’est-a-dire deés que ¢ > 0. Posons f,(t) = te™ ™.
Alors <ul class="rien”>

2. Chaque f,, est continue par morceaux sur |0, +oo[, intégrable sur ce méme intervalle, et

4+ oo —+oo 1
/ | fn(t)|dt = / te”"dt = — (intégration par parties).
0 0 e

3. Pour tout t > 0, la série >, fn(t ) converge vers t — ——. </ul> On peut donc appliquer
le théoreme d’intégration terme a terme, et on trouve

/;Oo Cdt = Z/+Oo it = Z

n>1
4. La méthode est exactement identique et les détails sont laissés aux lecteurs. On trouve une
somme a partir de 0 et non de 1 car

te~ (a+nb)t
w2

n>0
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Exercice 18.

Démontrer que f0+oo cos(y/xT)e *dx = Zi%(_l)n (27;1)1.

n, 2n
On sait que, pour tout u € R, on a cos(u) = EJFOO EV  On en déduit que, pour tout z > 0,

(2n)!
cos(vz) = 352 (7(;)71)‘? - Posons, pour z > 0, fu(z) = (-1)" G n>1 In(2)

converge pour tout x > 0 vers cos(y/z)e”". De plus, on a

Z/WWz|M—Z/

n>1 n>1

—X

+ _
Or, [,"* z"e~*dx = n! et donc

S [ @i =Y g

n>1 n>1

et ceci est une série convergente, comme on peut le constater en appliquant le critéere de d’Alem-
bert. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme et on obtient

+o00 oo too n aCS)
—x _ <_1) 2" T dr = _1\n n!
/0 cos(yx)e dx = ,;)/0 @n)! d Z( 1) @n)l’

n=0

Partie B

Intégrales a parametres

1. Exercices basiques

Exercice 19.

On pose, pour z € R,

+oo i
)= [ e
0

Justifier que F' est bien définie sur R.
Justifier que F' est C! et donner une expression de F’(z) pour tout z € R.
Calculer F'(z).

En déduire une expression simplifiée de F'(z).

- W o=
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1.

3.

4.

Il n’y a bien siir pas de problémes si z = 0. Si & # 0, alors sin(zt) ~g «t et donc la fonction
sin(xt)

e~ " est continue sur [0, +-co] et

se prolonge par continuité en 0. Ainsi, la fonction ¢ —
on a pour t > 1,

i t

smix )e*t < et
La fonction e~* étant intégrable sur [0, +o00c[, on en déduit que la fonction ¢ Me_t est
intégrable sur [0, +-00[.

. Posons, pour x € Ret t > 0, f(z,t) = We*t. Alors, % est définie sur Rx]0, +oo] et
vaut 9
a—f(x,t) = cos(zt)e "
x

C’est donc une fonction continue des deux variables = et ¢t. De plus, pour tout x € R et
tout ¢ €]0, +o0],

ZJ < ot
8x(m’t)‘ <e

et cette derniere fonction est intégrable. On en déduit, par le théoréeme de dérivation des
intégrales & parameétres, que F est de classe C! sur R et vaut

400
F'(z) = /0 cos(xt)e”'dt.

On peut calculer cette derniére intégrale en écrivant cos(xt) comme Re(e?*?). On a donc

+oo
F'(z) = Re (/ e(iwl)tdt>
0
1
e (1 - w;)

1
1422

En intégrant F’ entre 0 et z, on trouve que

F(z) — F(0) = arctan(z) — arctan(0) = F(z) = arctan(x).

Exercice 20.

On pose f(z)

AN

o 1tm—1
= Jo T dt.

Déterminer le domaine de définition de f.

Démontrer que f est continue sur son domaine de définition.
Calculer f(x)+ f(z + 1) pour tout = > 0.
En déduire un équivalent de f en 0.

Déterminer la limite de f en 4o0.
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. La fonction t — % est continue sur |0, 1]. De plus, en 0, elle est équivalente & t*~1. Cette
derniere fonction est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si 1 — x < 1, ¢’est-a-dire
si et seulement si > 0. Le domaine de définition de f est donc |0, +o0].

. On va appliquer le théoréme de continuité des intégrales a parametres. Pour cela, on fixe

un segment [a,b] C]0,+o00], et on va appliquer le théoréme de continuité sur ce segment.
Remarquons que l’application (x,t) — % est continue sur [a, b] x]0, 1[ comme fonction de

7
deux variables. De plus, pour tout = € [a, b] et tout ¢ €]0, 1], on a

tac—l ta—l
<
14+t~ 14¢

0<

(pour prouver cette inégalité, écrire ¢! = exp ((z — 1) Int) par exemple). Or, la fonction

t— % est intégrable sur |0, 1[. On peut donc bien appliquer le théoréme de continuité

des intégrales & parameétres, ce qui prouve que f est continue sur |0, +o0].
. Pour tout x > 0, on a

1 ,2—1 T 1
po=l g RS 1
)= | ———dt= [ t*"7"——dt = —.
fl@)+ fle+1) /0 1+¢ /0 1+t =

. Siz — 0, alors f(z+ 1) tend vers f(1) car f est continue en 1, et donc f(z + 1) = o(1/x).
On en déduit que f(z) ~o L.

. Il suffit d’appliquer le théoreme de convergence dominée. Pour tout > 1, on a en effet
-1
144

1
< -
14+t

qui est une fonction intégrable sur ]0, 1[. De plus, pour tout ¢ €]0,1[, on a
tm—l
lim —— =
z—+oo 1 4+ ¢
On en déduit par le théoreme de convergence dominée que

lim f(z)=0.

Tr—r+00

Une autre possibilité, sans le théoreme de convergence dominée, était simplement d’utiliser
I’encadrement

1
0< f(x) g/ pr-ige = 1

0 X

puis d’appliquer le théoreme des gendarmes.

Exercice 21.

Pour n > 1 et x > 0, on pose

1. Justifier 'existence de I,,(x).
2. Calculer Ih(z).
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. Démontrer que I,, est de classe C! sur |0, +oo] et former une relation entre I/, () et I,,11(z).

4. En déduire qu’il existe une suite (\,,) telle que, pour tout x > 0, on a

A"L
In(2) = o0
Que vaut A\, 7
. Pour z > 0, la fonction ¢ — m est continue sur [0, +oo[. De plus, au voisinage de

+00,
1 1

(2 + 22)n ~ene
Par comparaison, la fonction est intégrable sur [0, +o0].

. Il s’agit d’une intégrale connue :

+oo

L(z) = [i arctan(t/x)} -

0 2z

. Posons f,,(z,t) = = qui est de classe C! sur |0, +00[x]0, +oo[. De plus,

1

(t2 4z
Ofn —2nzx
_— t =
oz &Y= @y

Fixons maintenant 0 < a < b et supposons z € [a,b]. Alors,

Afn 2nb
— L —
ox (l';t)‘ = (ag —|—t2)"+1

Cette derniére fonction (qui ne dépend pas de x pourvu que z € [a,b]), est intégrable sur
10, +00], et donc I,, est de classe C! sur [a,b]. Puisque a et b sont arbitraires, I,, est C* sur
10, 400 et

I (z) = —2nxl,41(z)

pour z > 0.

. On va prouver ce résultat par récurrence sur R, et on va en méme temps obtenir une
relation de récurrence pour la suite (A, ). Le résultat est vrai pour n = 1, avec A\ = /2.
Supposons-le démontré au rang n, et prouvons-le au rang n + 1. Pour x > 0, d’apres la

question précédente,
-1  —2n-1)A, Ant1

In-‘rl(x) = nr X 2n = p2n+1
avec Apy1 = % On en déduit (classiquement) que
2n — 2)!
o AN

- 22n—1((n — 1)!)2

20



Exercice 22.

On pose F(x) Foo e 2 dt.

1.
2.
3.

—Jo 17
Démontrer que F est définie sur |0, +oo].

Justifier que F' tend vers 0 en +o00.

1
T

Démontrer que F est solution sur |0, +oo[ de I’équation y’ +y =

+oo g~

. Pour tout = > 0, la fonction (x,t) — [, {5z dt est continue sur [0, +o00[. De plus, on a,

pour tout x > 0 et tout ¢t > 0,

efmt

1+¢t2

” 1
T 142

et cette derniére fonction est intégrable sur ]0,+oo[. Donc l'intégrale définissant F(x)
converge. D’ailleurs, elle converge aussi pour x = 0.

. On peut appliquer le théoréme de convergence dominée ou, plus simplement, remarquer

que, pour tout x > 0 et tout t > 0, on a

efzt

0< - <
=142 =°¢

=8

On en déduit, par intégration de 'inégalité, que

0<f(z) <

8|

d’ott la limite désirée d’apres le théoréme des gendarmes.

. Posons f(x,t) = ﬂ_—:; Alors, pour tous z,t > 0, la fonction f admet des dérivées partielles

par rapport a x d’ordre 1 et 2 qui sont données par

af B et 62f 2 et

Ces dérivées partielles sont continues comme fonctions des deux variables x et t. Pour tout
x > 0, la fonction ¢ +— %(x, t) est intégrable sur ]0, 400 (on peut majorer sa valeur absolue
par e~ %' qui est intégrable). De plus, fixons [a,b] C]0,+oo[. Alors, pour tout x € [a,b] et
tout ¢ > 0, on a

5 efmt

. + t2 < efat

et cette derniére fonction est intégrable sur ]0, +oo[. Par le théoréme de dérivabilité des
intégrales & parametres, on en déduit que F est de classe C? sur ]0, +o0[ avec

" _ e 2 I
F'(z) = A t 1—|—t2dt'

En particulier, pour tout = > 0, on a

F//( _ oo —xt _ 1
x) + F(x) = e dt = —.
0 X
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Exercice 23.

Le but de I'exercice est de calculer la valeur de l'intégrale de Gauss

+oo 5
I :/ e~ dt.
0

On définit deux fonctions f, g sur R par les formules

o L =(t41)a?
= v dt et = ——dt.
fla) = [ e Parengo) = [y

s

1. Prouver que, pour tout = € R, g(z) + f%(x) = z.

2. En déduire la valeur de I.

2 2
e~ (P+1)z

=717 — admet une dérivée partielle par rapport a z valant

1. La fonction u : (z,t) —

ou 6_(t2+1)$2 2 2

—(z,t) = —22(1 + t¥)————— = —2ze % ¢ (2)",

8x( ) (1+%9) 241

Cette dérivée partielle est continue comme fonction des deux variables sur R x [0, 1]. De plus,
si [a,b] C R, alors 2% est bornée sur le compact [a, b] x [0, 1] disons par le réel M > 0. Comme
M est intégrable sur 'intervalle borné ]0, 1], on en déduit par le théoréme de dérivation des
intégrales a parametres que g est dérivable et que ’'on a

1
g (z) = —29667””2/ e~ (@) gy
0
De plus, par le théoreme fondamental du calcul intégral, f est dérivable, de dérivée e,
Posons alors h = g + f2. h est dérivable sur R et sa dérivée est

1 T
B (z) = —21‘6‘””2/ e(_t”’)zdt—l—Ze_IQ/ et dt
0 0

x T
¢~ / et dt + 2e~%" / e dt =0
0 0

ot on a effectué le changement de variables u = tx. Ainsi, b’ = 0 sur R et donc la fonction
h est constante. De plus,

1

dt T

h(0) = —— =arctan(l) = —,

0= [ =12
ce qui prouve le résultat.

2. On va faire tendre x vers +o0o, et prouver que g(z) — 0 lorsque x — +o0o. C’est treés facile
en utilisant le théoreme de convergence dominée. On peut aussi remarquer que, pour tout
(t,z) €[0,1] xR, on a

—(t241)z?
0< £ < e_x2
- 241~
et donc

1
0§g(x)§/ e T dt=e"".
0
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Par le théoréme des gendarmes, ceci prouve que g tend vers 0 en 4+o0. D’apres I’équation
précédente, on en déduit que lim, o f2(z) = Z. Puisque I est positive (comme intégrale

fye

d’une fonction positive), on en déduit que I =

2. Exercices d’entrainement

Exercice 24.

Pour z > 0, on définit

N =

1.

t+x

™/2 cos
fa = [

Justifier que f est de classe C! sur ]0, +o0|, et étudier les variations de f.
Déterminer la limite de f en 4oo.

En utilisant 1 — % < cost < 1, valable pour ¢ € [0,7/2], démontrer que
f(x) ~o+ —Inz.

Déterminer un équivalent de f en 4o0.

cos(t)

Posons u(z,t) = , définie et continue sur |0, +o00[x [0, 7/2]. Pour tout x € R, la fonction
t — u(z,t) est intégrable sur [0,7/2] (c’est une fonction continue sur un segment). Cette
fonction admet une dérivée partielle par rapport & x donnée par

ou _ —cos(t)
8™ = Grae

Cette dérivée partielle est elle-méme continue sur 0, +o00[x [0, 7/2]. De plus, fixons [a,b] C
10, +00[ (en particulier, a > 0). Alors pour tout x € [a,b] et tout ¢ € [0,7/2], on a

1

ou 1
(a+1)2

o (x,t)‘ <

et cette derniére fonction est intégrable sur [0,7/2]. Par le théoréme de dérivation des
intégrales & parametres, on en déduit que f est de classe C* sur |0, +o00[ et que

, ™2 _ cos(t)
f(x):/o <o,

Ainsi, f est décroissante sur |0, +o0].

. Il n’est pas besoin d’appliquer un théoreme sophistiqué. Ici, on a en effet

o
OSf(x)g/O Pl dt—ln<x+7r/2>—>0.

t+x a3

Par le théoreme d’encadrement, f tend vers 0 en +oc.
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3. Par encadrement, on a donc
w/2 1 1 /2 2 w/2 1
/ dt—f/ dtgf(:v)g/ d,
o tH+=z 2 )y t+x o t+=x

/2 2
~1n(z) + In(z + 7/2) — 1/0 4t < f(z) < —In(z) + In(z + 7/2).

soit

2 t+x

Le seul terme qui pose encore probleme est 'intégrale. Mais, on remarque que

w/2 2 /2 +2
/ dt < / =1
0 t+(E 0 t 4

—In(z) + In(z + 7/2) — % < f(z) < —In(z) + In(z + 7/2).

I1 vient

Il suffit ensuite de diviser par —Inx et de faire tendre x vers 0 pour en déduire le résultat
voulu.

4. Tl suffit d’encadrer le plus simplement possible le dénominateur. En effet, on a

/2 w/2
/ cost it < f(z) < / cost.
0 0

x4+mw/2 T x
Il vient . .
x+ /2 < flo) < @
et donc
1

f(x) ~+oo s

Exercice 25.

Soient a,b > 0. On définit, pour = € R,
+oo —at —bt
F(z) = / S cos(xt)dt.
0

1. Justifier existence de F(z).
2. Prouver que F est C! sur R et calculer F'(z).
3. En déduire qu’il existe une constante C' € R telle que, pour tout x € R,
1 b2 + 2
4. Justifier que, pour tout x € R, on a
1 [tee
F(z)=—- W' (t) sin(xt)dt,
T Jo

atiefbt

ou ¢(t) = %
5. En déduire la valeur de C.
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1. Définissons sur Rx]0, +o0],
e—at e—bt

f((E,t) = n

cos(xt)

qui est une fonction continue. Si x € R est fixé, on a
f(z,t) = (b—a)

lorsque ¢ tend vers 0 (faire un DL par exemple). Ainsi, la fonction ¢ — f(x,t) se prolonge
par continuité en 0. De plus, au voisinage de 400,

t2f($,t) -0 = f(t,%) =+o0 O(l/tz)'
Ainsi, t — f(t,x) est intégrable sur R, et F(z) est bien définie.
2. La fonction f est de classe C!, et

of

5 (ot = (e7% — e~ sin(xt).

Pour tout x € R et tout £ > 0, on a

Crf —bt —at
— < —
‘ (z, t)’ (& e

et cette derniére fonction, qui ne dépend plus de z, est intégrable sur ]0, +oo[. Ainsi, F' est
C! et
+o0
F'(z) = / (e — e=9) sin(xt)dt.
0

Or, il est facile de voir que, pour tout ¢ > 0,

+oo 400 ] .
/ e “'sin(xt)dt = Im (/ e(_c"’”)tdt) = .
0 0 cc+x

On en déduit que
% x

AL g

F'(x)

3. Il suffit d’intégrer la relation précédente.

4. La relation demandée est une simple intégration par parties (généralisée), justifiée par la
convergence de toutes les intégrales en jeu (faites-le).

5. Faisons tendre x vers +o00. On a d’une part,

lim F(z)=C,

T—r+00

et d’autre part, de
1 [t
F@I< [ Wl
lz| Jo

on tire lim,, . F(z) = 0. On en déduit que C' = 0.
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Exercice 26.
On pose, pour a > 0, F(z) = fj;o e~itwe=at’ gt
1. Montrer que F est de classe C' sur R et vérifie, pour tout = € R,

Fl(z) = ;—;EF(I).

2. En déduire que pour tout x réel, F(z) = F(O)e‘z2/4“, puis que

F(z) = \/ge_xz/‘l“.

On rappelle que fj:oo e~ du = /7.

1. On a, pour tout z € R,

|e—itze—at2 | _ e—at2

qui est une fonction intégrable sur ]0, +oo[ puisque a > 0. Ceci démontre & la fois que F
est bien définie sur R et aussi que F' est continue sur R puisqu’on a majoré l'intégrande
(qui est continue) par une fonction intégrable ne dépendant pas de x. De plus, la fonction

(x,t) — e~tre—at* ost de classe C!, et sa dérivée partielle par rapport & z est (z,t) —

D 2 . ..
—ite e~ " (Cette fonction vérifie

| _ Z-te—itme—at2| < |t|€—at2

et la fonction qui est a droite de 'inégalité est intégrable sur R et indépendante de x. Ceci
prouve que F est C' sur R, de dérivée

“+o0
F'(z) = / —ite~ im0t g

— 0o

Une intégration par parties permet de se ramener a F :

. +oo 400 -
Flz) = [2——] [ e ise
X
= ——F(x).
()

2. On résoud 'équation différentielle vérifiée par F : F(z) = F(0)e=* /42 De plus,

+oo 5 +oo 5
F(O):/ e_atdt:/ e_“\dﬁzwz.
—&3 —68 a
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Exercice 27.
Soit f : R — R définie par
f(z) = / cos(x sin 6)d6.
0

1. Montrer que f est de classe C? sur R.

2. Vérifier que f est solution de I’équation différentielle
of’(x) + f'(x) + 2 f(2) =

3. Démontrer que f est développable en série entiere.

1. Posons u(z, ) = cos(zsin ), définie sur R x [0, 7. u est de classe C*°, ses dérivées partielles
du premier et second ordre par rapport a x étant

2
Ou (x,0) = —sin(f) sin(z sin 6) et %(x, 0) = —sin(f) cos(x sin #).

dx
Pour tout = € R et tout 6 € [0, 7], on a
82
Ee]<1

Cette derniére fonction est intégrable sur [0,7]. On en déduit que f est de classe C? puis
que

f(z)= /07T —sin(0) sin(zsin 0)do, f"(x) = /07T — sin?(0) cos(x sin 0)d6.
2. Utilisant —sin®# = cos®> 6 — 1, on a
of'(z) +xf(x) = /07T x cos® f cos(x sin 0)df = /07r cos x (x cos(6) cos(z sin §))df.
On réalise alors une intégration par parties dans cette derniere intégrale, pour trouver

af(x) + f(z) = —f'(x).

3. En utilisant le développement en série entiere de cosu, on peut écrire que pour tout xz € R,

/71' +OO

(_1)11 sin 2n 2n |£L’
‘<2n> (G O™ < Gy

et le terme de gauche est le terme général d’une série (indépendante de 6) qui converge.

Rhd 5 2 2 =il
On en déduit donc que, a z fixé, la série Z:i% ((Zn))‘ (sin §)2" 22" converge normalement sur

(sin §)*"z*"df.

Or, pour tout z € R et tout 6 € [0, 7
|2n

[0,7]. On peut donc permuter la somme et l'intégrale, et on trouve que

flz) = Z ((;:37 /Oﬂ(sin 0)*"dhx*".

n>1

On a bien développé f en série entiere sur R.



Exercice 28.

Pour = € R, on définit I'(x) = O+OO tr=le=tat.

1.
2.

A

3=

Quel est le domaine de définition de I'?
(a) Pour k> 1et 0 < A < B < 400, on pose
() = tA"le | Int|F  si0o<t<1
I = Bl Int]r  sit> 1.
Démontrer que gy est intégrable sur |0, +ool.

(b) En déduire que T’ est C* sur son domaine de définition, et calculer I'*).

Montrer que pour tout x > 0, I'(x + 1) = 2T'(x). En déduire I'(n + 1) pour n un entier et
un équivalent de I en 0.

Montrer que I' est convexe.
(a) Justifier que, pour tout v < —1, In(1 — u) < —u.
(b) Pour x > 0, on pose

i {70 o

Démontrer que lim,, o f0+oo fa(t)dt =T (z).

. En déduire que pour x > 0, on a

1
I'(z) = lim nw/ u” (1 — u)"du.
0

n—-+oo

. En utilisant des intégrations par parties successives, conclure que, pour tout x > 0, on a

nln®

F(w)znﬁﬁloox(x+1)...(x+n)'

Remarquons d’abord que la fonction t + t*~Le~* est continue sur |0, +oo[. D’autre part, en
0, elle est équivalente & t*~! qui, par le critére de Riemann, est intégrable si et seulement
si x > 0. Au voisinage de +oo, la fonction est toujours intégrable. En effet, si ¢ est assez
grand, on a

1
t2
et on conclut a l'intégrabilité par le théoreme de majoration. On a donc prouvé que le
domaine de définition de I" est |0, +o0].

(a) La fonction g est continue sur |0, +0o[. Au voisinage de 400, le probléme de conver-

gence se traite comme précédemment. Au voisinage de 0, on a

0 S twfleft S

gr(t) ~ =t LInt

et il s’agit d’une intégrale de Bertrand. On a A — 1 > —1. On peut trouver ¢ dans
I'intervalle ] — 1, A — 1[. On a alors

gr(t) =0 o (t°)
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3.

5.

et ceci est une intégrale de Riemann convergente (en 0).
osons , L) = “ e Cat. Alors [ es sur |0, +o00|7, e
b) P t P e-letgr. Al t O sur ]0, +oo[?, et
ak
T{(t,x) = (Int)kt=~let.
45
Soit 0 < A< Betze[A B]. Pourt<1, ona
|(nt)kt* et < |Int[FtA~ e,
et d’autre part, pour ¢ > 1, on a
|(Int)kt*~te~t < |Int|FtB-1le .

D’apres la question précédente, on a majoré les dérivées partielles par rapport a x
indépendamment de x € [A, B] par une fonction intégrable. Par application du théo-
reme de dérivabilité des intégrales a parametres, I" est de classe C'°° sur n’importe quel
segment [A, B] C]0, +o0], donc sur ]0, +oo[, et

“+oo
) (z) = / (Int)kt*=tet,
0

On intégre par parties, et on trouve :
+o00
[(z+1) = [—te"]f> + x/ t*Le~tdt = aT(z).
0

Puisque I'(1) = O+OO e~tdt =1, on en déduit par une récurrence immédiate que I'(n+1) =
n!. Enfin, pour x proche de 0, on a
I(z+1) I'(1) 1

I'(z) ~ ~ ~p —.
() ~o T 0y O

On a déja calculé la dérivée seconde de T :

+oo
IM(z) = /0 (Int)*t® e tdt.

Comme la fonction que ’on integre est positive, il en est de méme de 'intégrale. I' est donc
convexe puisque sa dérivée seconde est positive.

(a) La fonction ¢ — In(1+4¢) étant concave, sa courbe représentative est sous ses tangentes,
en particulier sous la tangente passant par le point (0,In1) d’équation y = t. On en
déduit le résultat.

(b) Observons d’abord que
fnt) = f(t) =t* e~ quand n — +oo.
En effet, B
(1 — i) =exp (nln(1—t/n)) = e "
D’autre part, pour tout n > 1 et tout ¢ €]0,n], on a, d’apres la question précédente,
0< fult) St™7e™" = f(1).

La fonction f étant intégrable sur |0, +oo[ d’aprés la premieére question, on déduit du
théoréme de convergence dominée que

+oo

+oo
lim Tn(t)dt = /0 f(t)dt = T'(z).

n—-+oo 0
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6. On fait le changement de variables v = t/n, et on trouve
400 1 1
/ fn = / 711 - t/n)" = nm/ w1 — u)"du,
0 0 0

qui est le résultat voulu.

7. Pour n > 1, une intégration par parties donne

1 a3 1 1z
/ u” (1 — u)"du = {u(l = x)"] + n/ u—(l —u)""tdu.
0 & o T

0

Par récurrence, on obtient

1 | 1
c—1! 1 — )™ _ n. / z+n—1 1— 0
/Ou (1= w)du z(z+1)...(x+n-1) Ou (1—u)’du

n!
z(x+1)...(x+n)

Exercice 29.

En formant une équation différentielle vérifiée par f, calculer la valeur de

+oo —t
f(x) :/0 %(det.

On rappelle que f0+oo e~ du = V2.

On remarque d’abord que f est bien définie pour tout x. En effet, on a

—t

3
Z <.

vt vt

Cette fonction est intégrable sur [0,4oc[, car en 0 elle est équivalente a 7 qui est intégrable

(intégrale de Riemann), et, au voisinage de +o0, elle vérifie

eit:c

e—t

Vit

Prouvons également que f est de classe C'. Pour cela, on remarque que la fonction

£l

< o

—t
g:(z,t)— € e

Vit

admet en tout point de Rx]0, +oo[ une dérivée partielle par rapport a x égale &

9g _ —t itz
ax(x,t)—zx/fe e,

it
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De plus, on a, pour tout = € R,

dg t

—(z,t)| < Vte™

(’h( )‘ < i

et la fonction apparaissant & droite dans l'inégalité précédente est intégrable sur ]0, 400 (elle
est continue en 0, et au voisinage de +oo, elle est négligeable devant 1/t?). On en déduit par le
théoreme de dérivation des intégrales a parametres que f est dérivable, avec

f/(l’) _ /OJFOO Z-\/iefteitz'

On exprime le membre de droite de cette égalité en fonction de f grace a une intégration par
parties, en posant v(t) = v/ et u(t) = —25e@=D! Puisque u(0)v(0) = 0 et limy—, o0 u(t)v(t) =
0, on en déduit

—i e et itz
fl(z) = m/o %e dt
_ Cilmie=1)

T 2(x2+ 1) /(=)

-z +1

Il ne reste plus qu’a résoudre cette équation différentielle. On ’écrit sous la forme

1! —x 1

22 +1) + 2(22 + 1)

ce qui donne

-1 ;
In|f|= e In(z® +1) + %arctan(x) + K.

On en déduit qu’il existe une constante C' € R telle que
fl@)=C(x?+1)"Y*exp (; arctanx) .
On détermine la valeur de la constante C en calculant f(0) = C. On a par ailleurs

+ooeft +oo 2
f0=/ —dtz?/ e " du
0= =2,

en effectuant le changement de variables ¢ = u?. Utilisant le rappel, on trouve que C' = /7.

Exercice 30.
Soit f une application définie sur [0, 1], & valeurs strictement positives, et continue. Pour o > 0,

on pose F(a) = fol f(t)dt.
1. Justifier que F est dérivable sur R, et calculer F’(0).

1 1/«
lm ( /0 fa(t)dt) .
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1. Soit ¢ : [0,1] x Ry — Ry, (¢, ) — f*(t). ¢ est continue sur [0,1] x Ry et,

Y(t,a) € [0,1] x Ry, %(t,a) = In f(£) f*(t).

Cette application est continue sur [0,1] x R et si on fixe [a,b] C Ry, il existe M > 0 tel
que, pour tout (¢, @) € [0,1] x [a, b],

—(t,a)| <M

¢
Oa

puisque g—z est continue sur le compact [0, 1] x [a, b]. Les constantes étant intégrales sur un

intervalle borné, on peut appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a parametres,
et on trouve que F est C! sur RY, et

1 1
Fl(a) = /0 In f(t)f*(t)dt en particulier F'(0) = / In f(t)dt.

0

2. On cherche la limite de F(a)'/® = exp (%) Or, on a
In F(a
b ( ( ))
e!

La limite recherchée vaut donc

exp (F'0)) = exp ( / I f(t)dt) .

0

exp <ln (1+ aF'(0) + o(a)) )

[e%

= exp (F'(0) +o(1)).

3. Exercices d’approfondissement

Exercice 31.

On pose

Too gt
F(z) = .
() /0 1+t

1. Déterminer le domaine de définition de F' et démontrer que F' est continue sur ce domaine
de définition.

2. Démontrer que F est de classe C* sur ]1,+oo[ et démontrer que, pour tout z > 1,

F'(z) = /1+OO m <t12 - 1) dt.

En déduire le sens de variation de F'.
3. Déterminer la limite de F' en +oo.

4. On suppose que F admet une limite £ en 17. Démontrer que pour tout A > 0 et tout
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z>1,ona

A
ex [
- 1 1+tz

. En déduire que lim,_,+ F(z) = +o0.

. Remarquons pour commencer que, pour tout x € R, la fonction t ﬁ est continue sur

[0, +00[. On doit juste traiter le probléme au voisinage de +oo. Mais, si z < 0, t* tend vers
0 lorsque t tend vers +oo. Ainsi,

1

Toge vl

et l'intégrale impropre ne converge pas au voisinage de +o00. Si = 0, la fonction est
constante et son intégrale ne converge pas. Enfin, si x > 0, on a

1 1
1+t
Puisque l'intégrale f1+oo t% converge si et seulement si x > 1, et par comparaison a une
fonction positive, l'intégrale est convergente si et seulement si z > 1. Autrement dit, le
domaine de définition de f est |1, +oo[. Fixons ensuite [a,b] C]1,+oo[. Alors si x € [a, ],

on a pour tout ¢ € [0, 1],

1 1
0< < —
Tl4tr T 142t
De méme, si ¢t > 1,
1 1
0< < .
T 14t T 14t
La fonction ¢ — ?:Ltb étant intégrable sur [0, 1] et la fonction ¢ — 14—% étant intégrable sur

[1, 400, on déduit du théoréme de continuité des intégrales & parametres que f est continue
sur |1, +oo.
. Posons u(z,t) = H%’ définie sur |1, +00[%]0, +o0|. Alors u admet une dérivée partielle par

rapport & x définie sur |1, +00[x]0, +00[ et donnée par
Ju —t*¥Int
—(x,t) = ——.
ox (14 t=)2
Cette dérivée partielle est continue des deux variables. Si on utilise

1+t* 1
SR 14

t$
(1+12)2

on trouve que, pour tout [a,b] C R et tout x € [a,b], on a

ou
= <
oz (=, t)’ -

[In|
1+ ¢d

+

site€]0,1] et
[Int

1+t

ou
== <
lax(x’t)‘ -
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si t > 1. La fonction ¢t — 111; étant intégrable sur [0,1] et la fonction t — fﬁfa étant

intégrable sur [1,4+o0[, on déduit du théoréme de dérivabilité des intégrales & parameétres
que f est C! sur |1, +o0[ et que, pour tout = > 1,

, teo _t%Int

Pour obtenir la formule demandée par ’énoncé, on coupe l'intégrale en deux, entre 0 et 1 et
entre 1 et 400, puis on fait le changement de variables u = 1/t dans la premiére intégrale.
Puisque pour tout ¢t > 1 et tout =z > 1,

e (1) <o

(1+1t=)2 \ 2

on en déduit que f est décroissante sur |1, +o0].

. On va séparer I’étude de l'intégrale entre 0 et 1 et entre 1 et +00. On a d’une part, pour

tout ¢ €]0, 1],
1

lim =1
z—+oo 1 4 t%

De plus, pour tout t €]0, 1] et tout z > 0,

1
1+t=

et 1 est intégrable sur |0, 1[. Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on a

1 1 1
lim / dt = / 1dt = 1.

Pour l'intégrale entre 1 et +o0o, on peut également utiliser le théoreme de convergence
dominée, ou plus simplement on peut majorer : pour x > 1lett>1,0on a
1 1

0< <=
Sl+tt e

On integre cette inégalité entre 1 et 400, et on trouve

+oo +oo
1 1 1
OS/ ,dté/ — = .
1 141t* 1 tr x—1

Par le théoréme des gendarmes,

+oo 1

lim dt = 0.

z—+oo Jy 14¢=

Finalement, on en conclut que F' tend vers 1 en +o0.

. Si F admet une limite £ en 17, alors puisque F est décroissante, pour tout = > 1, on a
F(z) <{.

Mais comme on integre une fonction positive, on en déduit que, pour tout A > 1, on a
A
1
/ dt < /.
, 1+t°
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5. Faisons tendre x vers 1 dans 'inégalité précédente. Puisque, pour tout ¢ € [1, A], H% tend
vers l%rt lorsque z tend vers 1, et que

1
1+1=

pour tout t € [1,A] et > 1, avec 1 fonction intégrable sur le segment [1, A], on peut
appliquer le théoréme de convergence dominée et on obtient

A
/i<g.
1 14+t~

Ceci est vérifié pour tout A > 1. Puisque ¢ — %th
dt

ye 42 . +oo . . N . /
I’intégrale impropre f1 it est convergente. Ceci est faux par comparaison a une intégrale
de Riemann divergente. C’est donc que I’hypothése que F' admet une limite finie £ en 17
est fausse. Mais I est décroissante, et donc admet une limite en 17 qui peut étre finie ou

égale & +00. On en déduit que lim,_,;+ F(x) = +oo.

est positive sur [1, A], on en déduit que

Exercice 32.

Soit f : Ry — C une fonction continue. Pour z € R, on pose Lf(z) = 0+°° f(t)e =tdt.

1. Montrer que si fOJrOO f(t)e~*tdt converge, alors fOJrOO f(t)e~¥tdt converge pour y > z.
2. Quelle est la nature de ’ensemble de définition de Lf?
3. On suppose f bornée. Montrer que lim,_, 1o, Lf(z) = 0.

1. On pose F(u) = [ f(t)e*'dt. Alors,

X X X
/ ft)e™vdt = / f(t)e teW=Dtgs = / F'(t)e~ =)y,
0 0 0

On réalise une intégration par parties, et on trouve :

% X
0 0

Maintenant, F est majorée sur [0, +oo[ (c’est une fonction continue qui admet une limite
en +00). Quand X tend vers +oo, fOX F(t)e~@=2)dt admet donc une limite (I'intégrale est
absolument convergente), et F(X)e~¥=%X converge vers 0. Ainsi, fOX f(t)e~¥tdt admet
une limite lorsque X tend vers +oo, et donc 'intégrale impropre est convergente.

2. L’ensemble de définition est donc un intervalle non-borné a droite, c’est-a-dire ou bien
| — 00, +00], |a, +o0[ ou [a, +ool.

3. Il s’agit d’une simple application du théoréme de convergence dominée : soit M un majorant

de |f|. Pour x > 1, on a
|f()e™"| < Me™*
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qui est une fonction intégrable. D’autre part, pour chaque ¢t > 0 fixé,

lim f(t)e *'dt = 0.

r—+o00

D’apres le théoréme de convergence dominée, on a lim,_, 4 Lf(z) = 0.

Exercice 33.

Soit f : R — R de classe C°.
1. On suppose que f(0) = 0 et on pose, pour z # 0, g(x) = @) - Justifier que, pour z # 0,

xT
g(x) = fol f'(tx)dt, et en déduire que g se prolonge en une fonction de classe C* sur R.

2. On suppose désormais que f(0) = f/(0) = --- = f»~1(0) = 0 et on pose g(x) = fm(ff)7

x # 0. Justifier que g se prolonge en une fonction de classe C> sur R.

1. Puisque f(0) = 0, le théoréme fondamental du calcul intégral nous garantit que

fa) = [ 1w

Effectuons le changement de variables u = zt, du = xzdt. On obtient

f@) =2 / f(tx)dt,

ce qui est le résultat demandé. Mais la formule

o(z) = / f(t)dt

a un sens pour z = 0. Montrons que la fonction g ainsi définie est de classe C* sur R.

Pour tout k& > 0, la fonction w : (z,¢) — f’(xt) admet une dérivée partielle par rapport a x

d’ordre k. De plus, si on fixe [a,b] C R, alors puisque % est continue, il existe M > 0 tel

que, pour tout (x,t) € [a,b] x [0,1] (partie compacte de R?),

0*u

‘axk(x’t)’ <M.
Les constantes étant intégrables sur un segment borné, on en déduit que g définit une
fonction C*°.

2. C’est la méme méthode, mais on remplace I'utilisation du théoreme fondamental du calcul
intégral par la formule de Taylor avec reste intégral. On a donc, puisque toutes les dérivées
en 0 jusqu’a 'ordre n — 1 sont nulles,

v () (4
O R
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On pose encore u = tx, de sorte que

1 (") (¢
f(x) :/0 (xxt)”lwxdt

soit L *)
1 M (t)
= [ Q1-t)"te——dt.
@) = [ -yt
Pour les mémes raisons qu’a la question précédente, ceci définit une fonction de classe C'*°

sur R, avec g(0) = 10

n!
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