Chapitre XII

Suites, séries d’intégrales et intégrales a
parametres
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Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou C; les intervalles considérés sont supposés d’intérieur non
vide et a désigne un nombre réel.

Partie A

Suites et séries d’intégrales

Dans cette partie, I désigne un intervalle d’intérieur non vide.

1. Théoréme de convergence dominée

,(Théoréme 1.) Théoréme de convergence dominée

Soit (fn)nen une suite de fonctions de I dans K. Si les propriétés suivantes sont vérifiées :

e pour tout n € N, f,, est continue par morceaux sur I.

e la suite (f,)nen converge simplement sur I vers une fonction f et f est continue par
morceaux ;

e il existe une fonction g intégrable sur I qui domine tous les |f,|, i.e. pour tout n € N,
pour tout t € I,

[fn(@®)] < g(¢) hypothése de domination

alors, les f, et f sont intégrables sur I et on a :

Jim /1 Fat)dt = /1 (HETOO fn(t)) dt = /1 F(8) dt.

Exemple 1.

208(12) 11 est bien définie cf In ———0.

+oo
* 193 4 _
Pour n € N*, 'intégrale I,, = /0 a2 p—



cos(nx)
14+n2z2 "

Pour tout n € N*| f,, est continue sur [0, +oo[ comme quotient de fonctions continues sur
[0, +00[ dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, on a, pour tout n € N* :

Pour n € N*, on pose f,, : z +—

1 1

€
1+ n222 n—s+oo n2x2

[fn()

Or l'intégrale de Riemann ffoo 3%2 dx converge car 2 > 1, donc par comparaison f, est

intégrable sur [1, +o0[ et donc sur [0, +o00[ par continuité des f, sur le segment [0, 1].
oo COS(nT)
1+ n2x?
Déterminons cette limite grace au théoréme de convergence dominée :
e pour tout n € N*| f,, est continue sur [0, +oo].
e CVS sur [0, 400 :
Soit z € Ry. Ona,six#0:

Par suite, pour tout n € N*, f0+ dx converge et donc I, est bien définie.

1

<
‘_ 14+ n222 n—4o v

| fn()
et f,(0) =1 P 1. Ainsi, (fn)nen+ converge simplement sur [0, 4oo[ vers
n——+oo

1 siz=0 .
fioz— i qui est continue par morceaux sur [0, +oo].
0 siz>0
e Pour tout n € N*, pour tout = € [0, +o0],
1 - 1
1+n2x2 — 1422

| fr(z)] = g(t) hypothése de domination

etg:z— ﬁ est intégrable sur [0, +oo[ car continue sur [0, +oo[ et g(xz) ~
n—-+4oo
1

z2°

Par suite, les f,, et f sont intégrables sur [0, +oo[ (on le savait déja!) et on a :

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

+o00 +oo +oo
lim I, = lim ! fn(t)dt:/o < lim fn(t)> dt:/O f(&)dt = 0.

Exercice 1.

Justifier I'existence des intégrales I,, et calculer la limite de la suite (I,,) pour :

+oo 1
Lh:/ - dt
0o 1+t +tret

! 1
2@:/———Tw
o (L—t")n



- c 1
1. POurneN7 on pose fn = T2 ttre—t-

— Montrons que, pour tout n € N, f0+oo W dt converge.
Soit n € N. La fonction f, est continue sur [0,4oc[ et on a, pour tout ¢t € [0,4o0],

|fr(t)] < ﬁ ; donc fy, est intégrable sur [0, +-o0o[ par comparaison & la fonction ¢ —
1

1+t2 t%:oo

sur [1, +oo[ (d’apres le critére de Riemann en 400 - 2 > 1).

+oo 1

0 TFEFIeT

_1_
1+¢2

intégrable sur [0, +o00[ car continue sur [0, +oo] et # dont D'intégrale converge

Par suite, dt converge et donc I, est bien définie.

— Déterminons la limite potentielle de la suite (I,)nen. On vérifie les hypotheéses du théo-
reme de convergence dominée :
e pour tout n € N, f,, est continue sur [0, +oo].

H—% site[0,1]
e la suite (fy,)nen converge simplement sur [0, +oo[ vers f : ¢ — QJF% sit=1
0 sit>1
qui est continue par morceaux sur [0, +00[;
e pour tout n € N, pour tout ¢ € [0, +o0],
1 . . .
|fr(t)] < T g(t) hypothése de domination
et g:t— H—% est intégrable sur [0, +oo].

Ainsi, d’apres le théroeme de convergence dominée les f, et f sont intégrables sur
[0, +oc] et on a :

+o0o 1
. 1 1
lim In = /O f(t) dt = /0 m dt = [arctan(t)]o =

n——+o0o

N

2. PourneN*,onposefn:t|—>(1 T
—tn)m

— Pour tout n € N*, déterminons la nature de 'intégrale généralisée fol fn(t)dt.
Soit n € N*. La fonction f, est continue sur [0, 1] et on a, pour tout ¢ € [0,1]

b

—1

n—1
1—t" = (1—t)Ztkt~ n(1 —t)
k=0

d’ou : - |
n(t)] = ~
0l = T G

1

Or, d’apres le critéere de Riemann en 1, fol e dt converge si, et seulement si, % <1
1—t)n

r.e.n > 1.

Par suite, par comparaison, f, est intégrable sur [0, 1] si, et seulement si, n > 2.

La fonction f,, étant positive, son intégrale sur [0, 1[ converge si, et seulement si, elle est
intégrable sur [0, 1 et donc I,, est bien définie pour tout entier n > 2 (et I; = +00).

— Déterminons la limite potentielle de la suite (I,,)n>2. On vérifie les hypotheses du théo-
reme de convergence dominée :
e pour tout entier n > 2, f,, est continue sur [0, 1].

e la suite (f,,)n>2 converge simplement sur [0, +oo[ vers f : ¢ — 1 qui est continue sur
[0, 1[;



e pour tout entier n > 2, pour tout ¢ € [0, 1],

1
|fn(®)] < — = g(t) hypothése de domination

etg:t— \/% est intégrable sur [0, +1[ d’apres le critére de Riemann en 1 (3 < 1).
Ainsi, d’aprés le théroéme de convergence dominée les f,, et f sont intégrables sur [0, 1]
et on a :

1 1
lim I, = f(t)dt:/ 1dt=1.
0 0

n—-+oo

Remarque 1.

Attention, I’hypothese de domination est essentielle comme en atteste I’exercice suivant :

Exercice 2.
Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen+ telle que, pour n € N*
sur [0, 1], fo @t 02" L

converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1], mais la limite des intégrales n’est pas nulle.

Probléme 1. Calcul de lintégrale de Gauss
Pour n € N*, on considere la fonction f, : R — R définie, pour x € R, par :
n
J(-2) sit<vm
0 sit > 4/n.

1. Montrer que la suite (f)nen+ converge simplement sur Ry vers une fonction f qu’on
explicitera.

2. Montrer que f est intégrable sur Ry et que :

/0 e = 1im /O e ot

n—-+o0o
z
3. pour n € N, on note W,, = / sin” (¢) dt.
0

t
(a) En utilisant le changement de variable x = arccos (), montrer que, pour tout

NG



n € N* :
Vo
/ Fut) dt = v/nWans
0

vn
(b) On rappelle le résultat classique W, e /5. En déduire la limite de /0 fa(t)dt

quand n tend vers 4oc0.

+oo
4. En déduire que la valeur de l'intégrale de Gauss / et dt.
0

1. CVSsur Ry :
Soit t € R,. Alors, & partir d'un certain rang N € N* (par exemple : N = [t?] + 1), pour
tout entier n > N, t < y/n et donc, comme In(1 —z) = —z + o(x) quand  — 0, on a :

2 n
n

. . . — 2
Par suite, (f,)nen+ converge simplement sur R, vers une fonction f : ¢+ e™t.

2. On applique le théoreme de convergence dominée :
e pour tout n € N*, f,, est continue sur R, car continue sur [0,/n[ et |\/n, +oo] et les
limites a gauche et a droite de f,, en y/n valent toutes deux 0.

e la suite (f,)nen+ converge simplement sur R vers une fonction f : ¢ +— et (question
1) et f est continue (composée de fonctions continues) ;

e Pour tout n € N*, pour tout t € R,
[fn(®)] < f(2) hypothése de domination

Montrons cette inégalité. Comme f est positive, il suffit de la montrer sur [0,+/n]. On

a, pour tout z € R, e > 1+ z (par convexité de I'exponentielle). De plus, pour tout
t € [0,+/n], en prenant x = _%7

n +2
w s u" sur Ry, on obtient (1 - %) <(emm)" = f(B)-

La fonction f est continue sur Ry et f(t) = o(r%) en +o0o donc, par comparaison a une

intégrale de Riemann convergente (2 > 1), f est intégrable sur [0, +oo].

onal+x >0 et donc, par croissance de la fonction

Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée, (les f, et f sont intégrables sur R, -
on le sait déjal) et on a :

+o00 +o00 vn
/ f(H)dt = lim fult)dt = lim / Falt) dt.
0 0

n—-+oo 0 n—-+oo

3. (a) On applique le changement de variable annoncé - qui est bien valable car la fonction
arcos est strictement monotone et C* sur [0,1] (et ﬁ € [0,1] pour ¢ € [0,4/n]); ce



qui donne :
Vv 0 "
/ fat)dt = /(1—COS2(CE)) (—v/nsin(z)) da
0 B
= n : sin?(z))" sin(z) dz
= Vi [ (@) sina)d
= n gsin%“ 7%
= V’A d
Jn
/0 fa(t)dt = VnWany1.

(b) On a :

N
/0 fn(t) dt = VnWapi e vn \/_

—+o00 4n + 2 n—>+oo 2

4. 11 en résulte, d’apres la question 2 et la question 3b, que :

“+o0 +oo
/ e_tzdt:/ F(t)dt = hm/ Fo(t)dt = \/_
0 0 n—-4oo

,(Théoréme 2.) Théoréme de convergence dominée (cas continu)

Soit J un intervalle de R, (f\)ae. une suite de fonctions de I dans K et \g € .J. Si les propriétés

suivantes sont vérifiées :
e pour tout A € J, f) est continue par morceaux sur I.

e pour tout ¢t € I, f)(t) ﬁ f(®) ot f: I — K est continue par morceaux sur I ;
—Ao

e il existe une fonction g intégrable sur I qui domine tous les |f)|, i.e. pour tout A € J,

pour tout t € I,
[Fx(@®)] < g(t) hypothése de domination

alors, les fy et f sont intégrables sur I et on a :

Ah;a;o/lfx(t>clt=/I(hm ft )dt /f

Exercice 3.
1. Soit A € R4. Montrer que :
+oo e—)\t
/ Y
o 1+t?

converge. On note I(\) la valeur de cette intégrale.

2. Montrer que la fonction I admet une limite en +oo et la déterminer. Remarque :

on

déterminera la valeur de deux facons; en utilisant le théoréeme pour se faire la main ; puis

en étant malin !



Pour A € Ry, on pose fy :t— %
1. Soit A € Ry. Alors fy est continue sur [0,+oo[ et, pour tout ¢t € [0,4o0[, |fr(t)] <

H% et % donc fy est intégrable sur [0, +oo[ par continuité sur le segment [0, 1] et
par compalrz:i_igrii itune intégrale de Riemann convergente (2 > 1) sur [1, +oo].

Par Suite, 0 e

dt converge.

2. On remarque que par positivité des fy sur [0, +oo[ et par croissance l'intégrale, I(\) > 0
pour tout A € R. De plus, pour tous A, \' € R, avec A < )\, par croissance de ’exponen-
tielle, on a f) > fy sur [0, +oo[; donc, par croissance de Uintégrale, I(\) > I(\).

La fonction I : Ry — R est donc décroissante, minorée par 0, d’ou, d’apres le théoréme de
la limite monotone, I admet une limite finie en +oo.

Déterminons cette limite :

1ére fagon : avec le théoréme de convergence dominée (cas continu).
On vérifie les hypothéses du théoreme :

e pour tout A € Ry, fy est continue sur [0, +o0].

e pour tout ¢ € [0, +oo[, on a

6_>\t

= s ———
1+t2 A—+oo

()

et f:t+ 0 est continue sur [0, +o0[;

e On a, pour tout A € Ry, pour tout ¢ € [0, +o0],

1

|f>\(t)| < m

= g(t) hypothése de domination

et g:t— ﬁ est intégrable sur [0, +oo[ car continue sur [0,+o0[ et intégrable au
voisinage de 400 par comparaison a une intégrable de Riemann convergente.

Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée (cas continu), les fy et f sont intégrables
sur [0, +o00[ (on le savait déjal) et on a :

+oo +oo
lim I(A):/ lim £ (t) dt:/ 0dt =0.
0 0

A—~+o00 A— 400

2nde fagon : par majoration de I(\) par une intégrale connue.
Pour tout A > 0, on a, par croissance de I'intégrale :

+oo o=t +o0 o=t oo 1
I()\):/ 7dt§/ e Mdt = |- == ——0.
0 1 + t2 0 )\ 0 )\ A—~+o0

Ainsi, comme I(A) > 0, d’apres le théoréme des gendarmes, I(\) ﬁ 0.
—+o00

2. Intégration terme a terme d’une série de fonctions



{Théoréme 3.) Intégration terme d terme (cas d valeurs positives)

Soit Y f,, une série de fonctions de I dans R. Si les propriétés suivantes sont vérifiées :

e pour tout n € N, f, est a valeurs dans Ry et continue par morceaux sur [ ;

e pour tout n € N, f,, est intégrable sur I ;

e la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [ et sa somme S : ¢t — > %% f,(t)
est continue par morceaux sur I,

alors, 1’égalité suivante est valable dans [0, +00] :

[swa= [ (g"’ m)) dt = Z ([ ).

En particulier, S est intégrable sur I si, et seulement si,

> ( /I fa(t) dt) converge.

Remarque 2.

Le théoréme précédent nous dit donc que si (f,,) est une suite de fonctions positives sur I tel
que Z fn converge simplement sur I - dans les faits, on vérifiera succinctement et sans écrire toutes
les justifications, les hypothéses de continuité par morceaux, alors on peut toujours intervertir la somme
et 'intégrale.

Et ce, méme si un des deux termes vaut 400 : en fait, dans ce cas, I'intégrale finale diverge si,
et seulement si, la série finale diverge - c’est ce que dit le "en particulier” du théoréme d’ailleurs!

Tres souvent on utilisera ce théoréme (et le suivant) pour calculer I'intégrale d’une fonction f que 'on
peut, en partie, développer en série entiere :

Exemple 2.
1

Ona/ Mdt:§(2).
o t—1



On a remarque que, pour ¢ €0, 1],

Ainsi, on pose, pour n € N, f,, : t — —t"In(t).
e pour tout n € N, f,, est positive sur ]0,1[ car —In Vest;
e On a, pour tout n € N et tout ¢ €]0,1[, | fn(¢t)] < |In(¢)| donc f,, est intégrable sur
10,1[.

e 3 f» converge simplement sur 0, 1[ vers ¢ — 24

t—1

qui est continue sur |0, 1[.

Les hypotheses du théoréme d’intégration terme a terme (cas positif) sont donc vérifiées,
d’ot, dans [0, +00] :

11H(t) +oo .1
—=dt = - / t" In(t) dt
| 3 [ o)
+oo

1 .
= Z ———5 Via une IPP
n=0 (n + 1)

+ool
- Zﬁ

n=1

Or la série Y, -, -5 converge vers ((2) donc, d’aprés le théoreme d’intégration terme &

In(t)

terme, S : t — -
début!) et on a :

est intégrable sur ]0,1[ (on aurait d’ailleurs pu le montrer dés le

Y n(t =1
/O ﬁdtzzﬁzg@).

n=1

Exercice 4.

Calculer les intégrales suivantes en fonction de ¢(3) :

+oo _
1 / In(t) In(1 —¢) dt
0 t

+oo t2
2 [T
0 et -1

10



1. On note f:t —

2. On note f : ¢t +—

In(t) In(1—¢
%. On a remarque que, pour ¢ €] — 1, 1],

+§ t’n+1
In(l—t) =3 (=—).
— +1

d’ou, pour tout ¢ €]0,1] :

n=0

In(£)t"

n+1 °
e pour tout n € N, f,, est positive sur |0, 1[ car —In l'est;

e On a, pour tout n € N et tout ¢t €]0,1[, | /()] < % donc f,, est intégrable sur |0, 1].

e > fn converge simplement sur ]0, 1] vers f qui est continue sur ]0,1[.

Ainsi, on pose, pour n € N, f,, : t — —

Les hypotheses du théoréeme d’intégration terme a terme (cas positif) sont donc vérifiées,
d’ou, dans [0, +o0] :

1 _ too r14p
/ In(¢) In(1 — ¢) & = _Z/ t" In(t) &
0 t ne00 n+1

+oo 1

= Z I via une IPP
n=0 (n + )

= )

n=1

Or la série Y, - =5 converge vers ((3) donc, d’aprés le théoreme d’intégration terme &
terme, f est intégrable sur |0, 1[ (on aurait encore une fois pu le montrer dés le début!) et

on a: .
L In(¢) In(1 —¢) B <1 B

2

oy Pour ¢t > 0, on a et €]0, 1], d’ot :
ot _

1
1—et

+oo
— tZe—tZ (e—t)n
n=0

+oo

— Zth—(n-i-l)t

n=0

fit) = t?et

On pose alors f, : z +— t2e~ (1t

e pour n € N, f,, est positive et continue sur [0, 4+o00[;

1
e pour n € N, f,, est continue sur [0, +oo[ et on a f,(t) = o (ﬁ)’ donc f,, est intégrable
xr—r+00

sur [0, +ool.

e > f, converge simplement sur ]0, +oo[ vers f qui est continue sur ]0, +oo.

11



Ainsi, d’aprés le théoreme d’intégration terme & terme sont donc vérifiées, d’ou, dans

[0, 4+00] :
e e T —(nt1)t
/0 et—ldtzz(/o t%e dt).

n=0

De plus, la série numérique » f0+oo fn(t) dt converge car, en effectuant deux IPP, on obtient
I’égalité, pour n € N :

/+Oo 2= (D)t gy {7 t26*<"+1)t] G [7 2te*("+1>t} Hoe {7 26’("“”} e 2
@ N n+l |, e+DP | (n+13 |,  (n+1)3
2 - .
et Y. CFSIE converge (série de Riemann convergente).
n

Il en résulte, d’apres que le théoréeme d’intégration terme & terme, que f est intégrable sur
10, +oo[ et on a :

o 2 X2 =1

n=0 n=1

Remarque : on aurait également pu effectuer au départ un changement de variable pour

montrer : N ) L )
% 1
/ T _ar= / A o
0 e"r — 1 0 1 — U

puis effectuer un raisonnement similaire & celui de I'exemple précédent pour trouver le
résultat.

Probléme 2. Calcul de ((2)

1.

(a) Rappeler (ou retrouver) le développement en série entiere de arcsin sur | — 1, 1[; ou
plus précisément, la suite (a,)nen € RY telle que, pour tout x €] — 1,1] :

“+oo
arcsin(z) = Z anz® L,

n=0

(b) En déduire que, pour tout ¢ € [0, 5[ :

“+o0
> ansin® T (t) = t.
n=0

3
2. On pose, pour n € N, W,, = / sin™(t) dt. Montrer que :
0

2

+oo T
E anW2n+1 = §
n=0

3. Montrer que, pour tout n € N, a, Wa, 1 = m

+00 too
1 1
4. En déduire la valeur de E —— puis de ((2) = E —.
2 2
— (2n+1) —n

12



1. (a) On rappelle (voire chapitre "Séries entiéres”) que, pour n € N :

x (2n—1) 1 (2n)! 1 M1

n

X (2n) 2m+1 4n(n)22n+1 47 2n+ 1

(b) Soit t € [0, Z[. On pose & = sin(t). Alors x € [0, 1], donc, d’apres la question précé-
dente :

—+oo +oo
t = arcsin(z) = Z anz?tl = Z ap sin?" T (t).
n=0 n=0

2. On pose, pour n € N, f, : t = a, sin®*T1(¢t).
e pour tout n € N, f, est positive sur [0, 5[ car a, et sin le sont ;
e On a, pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 5] donc f,, est intégrable sur [0, Z[.
e D’apres la question précédente, ) f,, converge simplement sur [0, 7 vers S : ¢ — t qui
est continue sur [0, g[ (¢a ne semble pas trés satisfaisant de justifier la CVS de cette fagon méme
si c’est tout & fait correct... mais on peut tout de méme, pour étre "sir”, montrer que > fn CVS sur

[0, 5[ directement - cela revient quasiment au calcul du rayon de convergence de > anz™ /).
Par suite, d’apres le théoreme d’intégration terme & terme, S étant continue sur [0,

donc intégrable sur [0, 5[, la série an(fog sin?"*1(¢) dt) converge et on a :

+o00 400 z z z 72
> anWaps1 = Zan/ sin2" L (¢) dt = / S(t)dt = / tdt = —.
n=0 n=0 0 0 0 3

7] et

13



Remarque : On pouvait se passer de l'utilisation du théoréme d’intégration terme a
terme ici :

En effet, supposons que > a,, converge et posons g, : & — a,z™.
— Comme (ay) est & valeurs positives, on a, sur [—1,1], ||gnllcc = an donc
> |lgnlloo converge; d’ott la convergence normale sur [—1,1].

Les g,, sont continues sur [—1, 1] car polynomiaux et »_ g, converge unifor-
mément sur [—1,1] vers sa somme g donc g est continue. Par suite, comme
arcsin est continue sur [—1,1] et arcsing_i 1; = g|)-1,1[, On a g = arcsin sur
[—1,1].
On aurait pu avoir directement cette conclusion grace au théoréme d’Abel
radial.

Il en résulte que la formule de la question 1.b) est valable sur [0, 7].

— Par des raisonnement et calcul similaires & ceux effectués pour Y gn, Y. fn
converge uniformément sur [0, 5] vers S : ¢t — t et de plus, les f, étant
continues sur [0, 2], on a, par le théoréme d’interversion somme/intégrale :

)
+oo z 5
> an / sin?" 1 (¢) dt = / S(t)dt
n=0 0 0

Il nous reste & démontrer que notre hypothése 7> a,, converge” est bien vérifiée !
— lere facon : rapide mais pas trés économique.
n n
D’apres la formule de Stirling n!  ~ 2mn (7> ,ona:
n—-+oo e
2
(2n)! 1 drn ()™ 11
4n(n)2 2n 4+ 1 n—>+00 gn % 9 (%)2" 2n  2/mnt

Ap =

d’ol, par comparaison avec le terme général d’une série de Riemann conver-
gente (2 > 1), 3 a, converge.

— 2nde fagon : plus astucieuse mais bien moins chére.
On remarque que, pour tout n € N* :

LT | 2i+1 2i—1 +/(20)2-1
[t etvien /ot x 22 @F-1_,
Py 2 —1 21— 1 21 21

Par suite, on a :

Van+1=

- 2i+1 2%-1
2n + 1)V2n + la, = <1
(2n+1)vEn ¥ 1a 11( 2l %)_
1 1
BT DVE T neheo \ 7 ) € done 2 an converge

par comparaison avec le terme général d’une série de Riemann convergente.

Dou 0 < a, <
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3. On rappelle que, pour tout n € N, Wy, 41 = (‘;—::)#_H (voire probléme 5); donc :
1 1
W. =— X —Q.
2n+1 an (27’L T 1)2
4. Par suite, on a :
+00o 1 2

Z < (2n+ 1)2 Z el Mzl =

Passons a la valeur de ((2). On a besoin des résultats suivants sur les familles sommables :

— une suite & valeurs numériques est une famille sommable si, et seulement si, la série

associée est absolument convergente; et dans ce cas, la somme de la famille et la
somme de la série sont égales.

— pour I,J des ensembles, si (a;);cr est une famille sommable et o : J — T est en
bijection, alors (a,(j))jes est sommable et les sommes de ces deux familles sont
égales (c’est ce qu’on appelle le changement d’indice).

— le théoreme de sommation par paquets - dans notre cas, il y aura seulement deux
paquets

La suite ( 5 )nen+ est le terme générale d’une série absolument convergente, donc ¢’est une
famille sommable et les sommes famille/série coincident. Par sommation par paquets sur la
partition N* = 2N* LI12N + 1, on a :

—+oo

1
(2 = 2—2
B 1
= 27
eN*
1 1
= Z il O
€2N n€2N+1
- Z Z(2 Jlr1)2
EN* e AP
1+ +o0
- Zg ZO 2p+1
1 2
(@ = (@+%
On obtient donc : N
<1 4 72 72
()= —
;nQ <@ 38 6

Théoréme 4.) Intégration terme d terme (cas & valeurs dans K)

Soit > fn, une série de fonctions de I dans K. Si les propriétés suivantes sont vérifiées :

e pour tout n € N, f, est continue par morceaux sur I ;

15



e pour tout n € N, f,, est intégrable sur I ;

e la série de fonctions Y f,, converge simplement sur I et sa somme S : ¢ — Z::(}) fu(t)
est continue par morceaux sur [ ;

> < /1 |fn(t)|dt> converge,

e La série numérique :

alors, S est intégrable sur I et :

[swa= [ (g” m)) dt = Z ([ sunar).

Exemple 3.
1 2
In(t —
On a / n(*) =T
o 1+t 12

16



En effet, cette intégrale existe car, f : t —
t €]0,1],

est continue sur |0,1| et pour tout
i 10,1] et p

In(t)

— | < |In(t)].

Tl < @)
Or In est intégrable sur |0, 1]; donc f est aussi.

On a, pour ¢ €]0,1],

() X,y
= ;0(—1) " In(t).

Ainsi, on pose, pour n € N, f,, : t — (—=1)"¢t" In(t).

e On a, pour tout n € N et tout ¢ €]0, 1], |f(¢)] < |In(¢)| donc f, est intégrable sur
10, 1].

In(t)

e > f, converge simplement sur I vers t — T+t qui est continue sur ]0, 1].

e Soitn € N. On a :

1 1
/|fn(t)|dt _ —/t"ln(t)dt
0 0
n+1 1 1 n
L2 LS VP +/ P
’I’L+]. 0 0 n+1
_ L
(n+1)2

est une série numérique convergente (série de Rie-

Done, Y [y 1ful = X

mann avec 2 > 1).

(n+1)2
Les hypothéses du théoreme d’intégration terme & terme sont donc vérifiées, d’ou

" In(t) R Y
/01_+tdt = TZB/O (—=1)™t" In(t) dt

= (D

= LGrie

Cette derniere égalité peut étre obtenue en effectuant une sommation par paquets sur les
0 0 o o A . +00 1 71'2
nombres pairs et impairs pour faire apparaitre une relation avec la somme )7 — = G
n

17



Exercice 5.

Dans chaque question, on s’assurera de la convergence des intégrales en jeu.

1 +o0 _ n
1. Montrer que/ In(?) dt:Z (=1)

2 2
o 1+t n=0(2n+1)
400 +oo
In(t In(¢
2. Montrer que / n(t) dt = 0 et déterminer une expression de / n(t) dt sous
0o 1+1t2 1 14

forme de somme de série.

1. On applique la méme technique que pour ’exemple précédent en developpant en série entiere
T — ﬁ et on trouve :

1 +oo
In(¢ 1"
/ n(t) 4 _ S ="
o 1412 = (2n+1)?
les intégrale et somme en jeu étant bien convergentes.

2. On a, via le changement de variable licite (& vérifier!) u =1 :

1 “+o0o
/ In(t) e / In(u) du (%)
0 1 =+ t2 1 1 + u2

; PR ) +oo In(t) 5 | .
donc, comme somme d’intégrales convergente, [, 775z d¢ converge et on a, d’apres (%) :

/0+<><> In(t) dlf:/o1 ) dt+/1+°° (0 dt =0

1+¢2 14 ¢2

et de plus, toujours d’apres (*) :

+2° In(t) U In(t) =N (~nn
/1 1+t2dt__/0 1+t2dt__; (2n +1)2°

Remarque 3.

Parfois, les hypotheéses du théoréme d’intégration terme & terme ne sont pas satisfaites (plus
précisément, le dernier point) mais on peut montrer que sa conclusion est tout de méme valide
en appliquant le théoreme de convergence dominée a la suite des sommes partielles de la série

> [

Voici un exemple typique d’un tel cas dans ’exercice suivant :
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Exercice 6.

1. Montrer que, pour tout a € R* |

1 +oo
1 -1)"
/ ar =3 U
o l4+to nzooqul

2. En déduire la valeur de chacune des sommes suivantes :

“+o0 “+o0 “+o0
(-yr (—yr (—yr
Z2n+1 Z?)n—i—l 7;)4714—1

n=0 n=0

1. Soit a € R%. On remarque que, pour tout t € [0, 1], y =t~ € [0, 1[C] — 1, 1], donc :

1 1 “+oo “+o0
gl e n:o( )y HZ:O( )

On pose donc, pour n € N, f,, : t — (=1)"t*".

Les f, sont intégrables sur [0, 1[ car continues sur [0,1] et on a fol |fu(t)] dt = S5 qui est
le terme général d’une série divergente. Donc le théoreme d’intégration terme a terme est
inutilisable! Mais sans la valeur absolue, on obtiendrait E:;LI-ZZ qui est cette fois le terme
général d’une série convergente (d’apres le critére des séries alternées) ; on se dit alors qu’on
peut peut-étre contourner le probleme en revenant au théoreme de convergence dominée
sur la suite des sommes partielles de la série > f,.

C’est le méme principe que dans le cas de certaines séries alternées de fonctions, lorsqu’il
n’y a pas convergence normale, mais qu’on a tout de méme convergence uniforme !

En parlant de convergence uniforme, on pourra vérifier que le théoréme d’interversion
somme/intégrale est inutilisable ici!.

n
On pose, pour n € N, S,, = Z fr-
k=0
e Comme les fi sont continues sur [0, 1], les S,, le sont;

e D’apres la remarque initiale, on a (Sp)neny = Y fn converge simplement sur [0, 1] vers
fite H-% qui est bien continue sur [0, 1[;

e Pour tout n € N, pour tout ¢ € [0,1], on a, d’apres le critére des séries alternées :

+o0
[Sa(t)] =1 (=1)"t*"] < |[(=1)°t°°| = 1 = g(2)
n=0

Et g : t — 1 est bien intégrable sur [0, 1] et donc sur [0, 1] car continue sur le segment
[0, 1].

Par suite, d’apres le théoréme de convergence dominée, les S, et f sont intégrables sur [0, 1]
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(mais on le savait déja!), et on a :

1 1 1
dt t)dt

1 “+oo
1 1"
/ BTN S e i
o 1+1to an +1
n=
2. D’apres la question précédente appliquée a aw = 2,3 et 4, on obtient :

— pour a =2 :
+oo 1
-nH" 1
E 2( )1 = / o8 dt = [arctan(t)](l) = %
0 n+ 0 +

— pour « = 3 et 4, aprés une décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
1/(1+ X%) pour déterminer une primitive de t — H%’ on obtient - apreés beaucoup de
calculs! - les valeurs suivantes :

Xy 1 (V3 =2 (=1 1
Z( ) :<37r+ln(2)> Zin421:4\/§<”+21n(1+\/§)>'

n=0
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Partie B

Intégrale dépendant d'un parametre

Dans cette partie, A désigne une partie d’un espace vectoriel normé E de dimension finie et I désigne un
intervalle d’intérieur non vide de R.

1. Limite d’une intégrale a parameétre

On suppose que A est un intervalle de R. Le théoréme suivant n’est qu'une reformulation de la version
continue du théoreme de convergence dominée :

,(Théoréme 5.) Limite d’une intégrale a paramétre

Soit f: A x I — K une fonction et a une extrémité de 'intervalle A. Si f vérifie les propriétés
suivantes :

e pour tout « € A, f(x,-) : t — f(x,t) est continue par morceaux sur I ;

e pour tout t € I, f(-,t) : * — f(x,t) admet une limite en a et application h : ¢ —
lim f(z,t) est continue par morceaux sur [ ;
r—a

e il existe une fonction g : I — R positive et intégrable sur I telle que, pour tout
(x,t) e AxI:
|f(z,t)] < g(t), hypothése de domination

alors la fonction h est intégrable sur I et on a :

lim (/1 Fla,t) dt) - /1 (iijgf(m,l&)) dt.

Exercice 7.

Justifier, pour tout x € R, 'existence de

Foo 1
Iz) :/0 Troarm

et calculer lim,_, o I(2).

On pose, pour z € R et t € [0, +o0[, f(z,t) = m

— Soit € R;. Montrons la convergence de l'intégrale f0+oo dt.

1
T+ ) (1+ia)
La fonction ¢ — f(z,t) est continue sur [0, +oo[ et on a :

1
1+¢2

[f(z,8)] <
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Or, t — # est intégrable sur [0, +oo[ donc, par comparaison, ¢t — f(x,t) 'est aussi. Par

suite, f0+°° m dt converge.
Il en résulte que la fonction I est bien définie sur R, .

— On vérifie les hypotheses du théoreme de la limite d’une intégrale a parametres :
e pour tout x € Ry, f(z,-) : t = f(x,t) est continue sur [0, +ool;

e pour tout ¢t € [0, +oo[, on a :

1
0=~h(t
(1+t2)(1+tm) z—~+o00 ( )
et h: ¢+ 0 est continue sur [0, +oo;
e Soit ¢ € [0, +oo[. Pour tout z € Ry, on a :
1 o ] c
If(z,t)] < TTe g(t), hypothése de domination

et g:t— H-;ﬁ est intégrable sur [0, +oo[ (comme d’habitude!).

Par suite, la fonction h : ¢ — 0 est intégrable sur [0, +oo[ (mais on ne le savait que trop
bien!) et on a :

+oo 1 +o0
lim I(z)= lim e ) dt = dt = 0.
o M) /0 (Qi’%o (1+t2)(1+tx)> /0 0di =0

2. Continuité d’une intégrale a parametre

,(Théoréme 6.) Théoreme de continuité d’une intégrale d paramétre

Soit f: A x I — K une fonction. Si f vérifie les propriétés suivantes :
e pour tout t € I, f(-,t) : x — f(x,t) est continue sur A;
e pour tout z € A, f(x,-):t+— f(x,t) est continue par morceaux sur I ;

e il existe une fonction g : I — R positive et intégrable sur I telle que, pour tout
(x,t) e AxT:
|f(z,t)] < g(t), hypothése de domination

alors la fonction F : z — /f(as7 t) dt est définie et continue sur A.
I

Exemple 4. Transformée de Fourier

Soit ¢ : R — C une fonction continue par morceaux et intégrable sur R. On appelle transformée
de Fourier de ¢ et on note F(y) la fonction de R — C :

Flp):z— /Rgp(t)e_imt dt.

La transformée de Fourier de ¢ est bien définie et continue sur R.
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Pour z,t € R, on pose f(x,t) = p(t)e**!. Montrons que F(p) est bien définie sur R.

Soit x € R. Alors, la fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux sur | — 0o, +00[. En
effet, ¢ est continue par morceaux sur | — oo, +-00[ par hypothése et la fonction ¢ — et
est continue sur R comme composée des applications continues ¢ — —ixt (continue sur R
car polynomiale) et z — exp(z) (continue sur C car somme d’une série entiére de rayon
de convergence +00) ; donc t — f(x,t) est continue par morceaux sur | — oo, +00[ comme
produit de fonctions continues par morceaux sur | — 0o, +00[.

De plus, on a, pour tout t €] — oo, +00],

|f (@, )] < |o(t)]

donc, ¢ étant intégrable sur | — oo, +ool, t — f(x,t) est aussi.
Par suite, intégrale [, ¢(t)e~ "t dt converge et donc F(¢)(x) est bien définie.
11 en résulte que la fonction F(p) est définie sur R.

Montrons la continuité sur R de F(¢p).
e pour tout t €] — oo, +o0|, f(+,t) : > @(t)e” " est continue sur R car la fonction
x — et est continue sur R (méme raisonnement que précédemment) ;
e pour tout x € R, f(x,-) : t = f(x,t) est continue par morceaux sur | — 0o, +00]
(déja fait) ;
e On a, pour tout z € R et pour tout ¢ €] — oo, +00| :

[f(z,t)] < lp(®)| = g(t), hypothése de domination

Et comme ¢ est intégrable sur | — 0o, +00[, g I'est aussi.
Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité des intégrales & parameétres, F(¢) est continue
sur R.

Exercice 8.

efa:t

Tt

+oo
OnposeF::c+—>/
0

1. Déterminer le domaine de définition de F'.

2. Montrer que F' est continue sur son domaine de définition.

3. Etablir le tableau des variations de F en précisant les valeurs/limites aux bornes de son
domaine. Indication : on justifiera la monotonie de F en utilisant la définition et pas par
la dérivation !

On pose f: (x,t) — 1‘3;—:;
1. Soit x € R. La fonction ¢ — f(x,t) est continue et positive sur R et donc sur [0, +oo] et on
a:
d RS 2 _ 1N, s ) .
siz >0, t?|f(x,t)] m 0 ou 1, donc f(z,t) t—g-oo(tz)’ d’ol, par comparaison &
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une fonction intégrable sur [1, 400 (critére de Riemann en +o0o avec 2 > 1), t — f(x,t)
est intégrable sur [1, +oo[. La fonction ¢ — f(x,t) étant de plus continue sur [0, +o0],

elle est donc intégrable sur [0, 4+o0].
400 gt
0 17

— siz < 0,ona f(z,t) ?) +oo donc il existe un ¢y € [0, +00[ tel que, pour tout t > to,
— 400
f(z,t) > 1. Or O+°O 1dt diverge, donc fOJrOO f(z,t) dt diverge.

Par suite, F(z) = 400!
Ainsi, F(x) est défini si, et seulement si, x € R;. Donc Dp = R,

Par suite, dt converge et donc F'(z) est bien défini.

2. On vérifie les hypotheses du théoréme de continuité des intégrales a parametres :
e pour tout ¢ € [0,+00[, f(:,t) : x — f(z,t) est continue sur Ry ;

e pour tout x € Ry, f(z,-):t+— f(z,t) est continue sur [0, +o0[;
e Soit ¢ € [0, +00|. Pour tout = € Ry :

|f(z,t)| < T2 g(t), hypothése de domination
et g:t— H% est intégrable sur [0, +oo.
“+o0 e—rt
Ainsi, la fonction F' : z — —— dt est continue sur R;.
o 141¢2

3. Pour tout z, 2’ € Ry avec x < &’ et t €]0, +00[, on a f(z,t) > f(2',t) par stricte croissance
de la fonction exponentielle, donc, par croissance de l'intégrale, F' est strictement décrois-
sante sur R.

De plus, on a :

FO) = [ gy = lretan @] = 2
= ) 1+t2—arcan 0 —2

et, d’apres I'exercice 3 ou en appliquant le théoreme de limite d’une intégrale a parametres,

on a :
+o0 e~ Tt +o0
lim F(z) :/ lim (—— dt:/ 0dt =0.
T—+00 0 z+o00 \ 1+ ¢2 0

d’ou le tableau de variations de F :

x 0 —+00
F \

Corollaire 1. Extension du théoréme de continuité

IR

On suppose ici que A est un intervalle de R. Si on a les mémes hypotheses que le théoréme
précédent en modifiant I’hypothese de domination par :
e Pour tout segment [a,b] de A, il existe une fonction g : I — R positive et intégrable
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sur I telle que, pour tout (z,t) € [a,b] x I :

|f(:E, t)| < g(t), hypothése de domination sur tout segment

alors la fonction F': z — /f(:zr, t) dt est définie et continue sur A.
I

Exercice 9.

Déterminer le domaine de définition de F' et montrer que F' est continue sur ce domaine pour :

+oo e—zt
1. F:x»—)/ dt.
1 t

1
t
2. F:x&—>/ Czs(x)dt.
o X2+ 12

xt

1. On pose f(z,t) = e;
— Déterminons le domaine de F.
Soit = € R. La fonction t — f(z,t) est continue sur [1,+oo[ et on a :
- si > 0 : par croissances comparées,

1
2 _ —xt 9 N _
t|f(z,t)] = te P 0 d’ou |f(gc,t)|—t_)3_OO <t2>'

Par comparaison a une fonction intégrable sur [1, +oo[ (critere de Riemann en +oo
avec 2 > 1), t — f(x,t) est intégrable sur [1,+ocol.

+oo gt

Par suite, [ — dt converge.
-sixz<0:
e~ 1
T, t) = > -
flaty =23
r = dt est une intégrale de Riemann divergente (1 < onc, par comparaison,
Or ;"> L dt est une intégrale de Ri divergente (1 < 1) d i
+00 gzt g
A — dt diverge.

Il en résulte que F(z) existe si, et seulement si, z € R} donc Dp = R*.
— Montrons la continuité de F' sur R’} . On vérifie les hypotheéses du théoreme de continuité
des intégrales a parametres.
e pour tout ¢ € [1,4o00[, f(-,t) : x +— f(x,t) est continue sur RY ;
e pour tout x € R%, f(z,-) : t — f(x,t) est continue sur [1,+00[;
e Soit a > 0. Soit ¢ € [1,4+00[. Pour tout x € [a, +o0] :

e—at

|f(z,t)| < = g(t), hypothése de domination

efat

et g:t— %— est intégrable sur [1, +-0o[ (méme raisonnement que précédemment).
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e—t

a3
t

+oo
Ainsi, la fonction F' : z — / dt est continue sur R*.
1

2. On pose f(x,t) = ?5532).

— Déterminons le domaine de F.
Soit x € R.
- siz #0: la fonction ¢t — f(z,t) est continue sur le segment [0, 1], donc elle est
intégrable sur [0, 1].
Par suite, fol ffﬁ? dt converge.
- si z = 0: la fonction ¢ — f(z,t) est continue sur ]0,1] et

1
Or fol t% dt est une intégrale de Riemann divergente (2 > 1) donc, par comparaison,
fol £(0,t)dt diverge.
I1 en résulte que F'(z) existe si, et seulement si, z € R* donc Dp = R*.
— Montrons la continuité de F' sur R% et R* . On remarque que F' est paire, donc il suffit
de le montrer sur R% . On vérifie les hypotheses du théoréme de continuité des intégrales
a parametres.

e pour tout t € [0,1], f(-,t) : @ — f(x,t) est continue sur R* ;
e pour tout z € R, f(z,) : t — f(x,t) est continue sur [0,1];
e Soit a > 0. Soit ¢t € [0, 1]. Pour tout « € [a,+o0] :

1 1
$2+t2 — 012—1—.1327

[f (@, )] <

hypothése de domination

et g:t— ﬁ est intégrable sur [0, 1] car continue sur le segment [0, 1].

cos(xt)
x2 + t2

1
Ainsi, la fonction F': x — / dt est continue sur R* et donc également sur R*
0

par parité.

Probléme 3. Transformée de Laplace

Dans ce probleme, I =R, ou R%.
Pour f : I — C une fonction continue par morceaux sur I, on appelle
transformée de Laplace de f et on note L(f) la fonction de la variable p réelle :

“+oo
L(f):p— /o f(z)e™P¥ da.

1. Premiers exemples.

Déterminer le domaine et une expression explicite de L£(f) pour :

f constante; f:x—z"ouneN; f:x— e ouacR.

2. Domaine de définition de L(f) pour une famille de fonctions spécifiques.
Soit f € Cpm(I,C) intégrable sur ]0,1] vérifiant qu’il existe n € N et a € R tels que
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flx)y= 0O (ame™).

T—>+00
Montrer que L(f) est bien définie et continue sur Ja, +oo|.

3. Déterminer le domaine et une expression de la transformée de Laplace de :

(a) x + €' puis en déduire les transformées de Laplace de x — sin(ax) et z — cos(ax)
pour a € R.

(b) xH\/Epuistﬁ.

4. Continuité en 0 de la transformée de Laplace.
Soit f une fonction continue par morceaux sur I.

(a) Montrer que si f est intégrable sur I, alors L(f) est continue sur R..

+oo
(b) (Difficile) Montrer que si f est continue sur R et / f(x) da converge, alors L(f)
0
est continue sur R..

En particulier, sous ces hypothéses, on a donc :

+oo
£(f)(p) —— / f(z)da.

p—0t

Indications :

i) Commencer par montrer, en utilisant la deuziéme formule de la moyenne, que pour tout
e > 0, il existe a. € Ry tel que pour tout p € Ry et tout a > ae, \fjoo f@)e P dz| <e.

i) Soit a € Ry. Montrer la continuité de la fonction H : p — [ f(x)e™P* dx.

i1i) Déduire de i) et i) la continuité de L(f) avec la définition de la continuité et en
s’inspirant de la démonstration de “convergence uniforme implique continuité” pour les
limites de suites et séries de fonctions continues.

Dans la suite, on note p(p, z) = f(z)e P*.

1. Premiers exemples.

e On suppose qu'il existe ¢ € R tel que f :— c. Alors, pour p € R :

+oo
£(F)w) = / ce™P® dr.

Or, 0+°° e~ P dx converge si, et seulement si, p € R} (en utilisant par exemple une
primitive de p — e %), d’out :
— si ¢ # 0, le domaine de L(f) est R et on a :

+oo +o0 e~ DT +o0 c
£(f)®) = / ceP" dz = ¢ / 77 4 — [ ] _c
0 0

T 0 T

— si ¢ =0, le domaine de L(f) est R et L(f) :p+— 0.
e On suppose qu’il existe n € N tel que f: z — z™.

— Si p < 0, on a, pour tout = € [0,+oo[, 2" P* > g™ = —L. qui est d’intégrale
divergente sur [0, +oo[ d’apres le critére de Riemann en +oco avec —n < 1 (ou on
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aurait pu remarquer également que z™ > 1 pour tout x > 1), donc f0+oo e P dx
diverge.

— Soit p € R%.. On effectue le changement de variable licite t = px :

+oo
£(f)p) = p% / retdt (%)

Ainsi, les intégrales £(f)(p) et O+Oo t"e~*dt sont de méme nature. La fonction ¢ —

t"e~t est continue sur [0,+oof et t"e~f = o (&) donc intégrale [["*tme " dt
t—+o0 t 0
converge.

. —+oo _
Par suite, fo x"e P? dx converge.

Il en résulte que le domaine de L(f) est R%.

+ oo
Notons, pour k € N, I, = / tfe~t dt. Alors, pour tout k € N, I;, > 0 car ¢ — tFe™?
0

est continue et strictement positive sur ]0, 400 et par une intégration par partie licite,
on obtient Iy = (k + 1)I;. Par suite, comme Iy = 1, on a, pour tout k € N, I}, = kl.
Ainsi, pour p € R% , d’apres 1’égalité (x), on a :

1 n!
L(f)(p) = pn+11" = s

Par continuité de p — zﬁ sur R, £(f) est donc continue sur son domaine de définition.

e On suppose qu’il existe a € R tel que f : z — e*".

+o0
. / e~ (P=a)z qp
0

Or f0+°° e~ * dx converge si, et seulement si, « > 0 (on le prouve, par exemple, en
déterminant une primitive de x +— e~ %),

Par suite, le domaine de définition de L(f) est |a, +oo].

De plus, on a, pour tout p > a :

On a alors, pour p € R :

e = [~ ] -

P=® g p—a

Par continuité de p — ﬁ sur Ja,4+oo[, L(f) est donc continue sur son domaine de

définition.

2. On suppose que f est une fonction continue par morceaux sur I, intégrable sur ]0, 1] et telle
ave f(2) = O (a"e")
Alors il existe M > 0 et 29 > 0 tel que pour tout x > xg, |f(z)] < Ma"e*”.
De plus, on remarque pour tout y € I, f est intégrable sur |0, y] : en effet, f est intégrable
sur |0, 1] par hypothese et :
— siy <1,]0,y] C]0,1] donc f est intégrable sur 0, y];
— siy > 1, f est continue par morceaux sur I et donc sur le segment [1,y] d’ou f est

intégrable sur [1,y]; par suite, d’apres la relation de Chasles, f est intégrable sur |0, y].

En particulier, f est donc intégrable sur |0, zg].

On vérifie les hypothéses du théoreme de continuité des intégrales a parametres.
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e pour tout z € I, p(-,z) : p — w(p,x) est continue sur Ja, +o00[;
e pour tout p € R, ¢(p,-) : © — ¢(p, x) est continue par morceaux sur I ;
e Soit b > a. Soit = € I. Pour tout p € [b, +o0] :

|f(x)] six <z

hypothése de domination
Mare=(-®)z  gi x> g4 P

)

lo(p, )| < {

|f ()] sixz <z
Mzre=(b-a)z g > To
En effet, g est continue par morceaux sur [ ; d’apres la remarque initiale, g est intégrable

sur |0, zo] et on a, par croissances comparées, 22g(z) —— 0 dot g(z) = o (%)
r—+o0 Tr—+00

et ainsi g est intégrable sur [zg, +oo[. D’ol, par la relation de Chasles, g est intégrable
sur I.

etg:x— est intégrable sur I.

Par suite, d’apreés le théoréme de continuité d’une intégrale & parameétres, L(f) est définie
et continue sur ]a, +00].

3. Autres exemples :
(a) Soit a € R.
— On pose f:x+ €. Alors, pour tout € R, on a |f(z)| < 1 donc f est continue
sur R, intégrable sur [0,1] et f(x) = m_groo(xoeom). Ainsi, d’aprés la question

précédente, L£(f) est définie et continue sur R* . De plus, on a, pour tout p € RY :

~(p—ia)z] T 1
e
L =|-——— = :
R e =
— On a, pour tout z € R, cos(ar) = Re(e'®) et sin(az) = Im(e’**). Or, pour

g : J — C une fonction intégrable sur J, Re(g) et Im(g) sont intégrables sur J et :

Re (/Jg(t) dt> :/JRe(g(t))dt et Im </Jg(t) dt) :/JIm(g(t))dt,

donc, en posant s, : x — sin(ax) et ¢, :  + cos(ax), on obtient, pour p € R} :

£loa)0) =i (1) = et Llea)) = Re () = 2

p—ia :p2+a2 p—ia :p2—|—a2'

et L(sq) et L(cq) sont continues sur R .

(b) Comme les fonctions # — %2 sont continues sur I, intégrables sur ]0,1] (critére de
Riemann en 0) et o (), d’apres la question 2., leur transformées de Laplace sont
T—>+00

définies et continues sur R* . De plus, en posant f :  — +/x, on a, par des changement
de variable et intégration par parties licites, pour tout p € R :

I
— t x 2te"" dt

3

p2 Jo
1 [t

— (ft2 de

3
2
wp P?J0

Ve,

Qp%

o
—
-
=
~—
[




et pour g : x — ﬁ, en effectuant une intégration par partie encore une fois licite, on
obtient, pour tout p € R :

L(g)(0) = 2pL(f)(p) = \/j

4. Continuité en 0

(a) On suppose f intégrable sur I.
e pour tout z € I, p(-,x) est continue sur R par continuité de la fonction exponen-
tielle ;
e pour tout p € R, p(p,-) : * — @(p,x) est continue par morceaux sur I comme
produit de fonctions continues par morceaux sur I ;

e On a, pour tout p € Ry et pour tout « € [ :
lo(p, z)| < |f(x)] = g(z), hypothése de domination

Et comme f est intégrable sur I, g 'est aussi.
Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité des intégrales a4 parameétres, L£(f) est bien
définie et continue sur R.

“+ oo
(b) On suppose f est continue sur Ry et f(x)dx converge.

Remarque : Comme f n’est pas forcément intégrable sur Ry, la majoration |p(p,z)| <

|f(x)| de la question précédente ne permet plus d’appliquer directement le théoréme de

continuité des intégrales a paramétres!

Procédons comme indiqué dans les indications :

i) Soit p € Ry et a,b € Ry tels que a < b. On pose g : x — e P*. Alors f est continue
sur [a,b] et g est de classe C! et décroissante sur [a,b] donc, d’aprés la deuxieme
formule de la moyenne, il existe ¢, € [a, ] tel que :

/a  H)e e dn = epe / " f(2) da

Soit € > 0. Comme fOJrOO f(z) dx converge, pour tout € > 0, il existe a. € Ry tel

que pour tout A > a., |f:°° f(z)dz| < §. Par suite, pour tous a,b € Ry tels que
a. < a < b, on obtient, comme ¢, > a > a. :

[ s <| [ s

puis en passant a la limite quand b — 400, on obtient alors :

+oo
/ f(z)e P dx

i) On note H : p — foaa f(z)e7P*dz. On applique le théoréme de continuité des
intégrales a parameétres. Les hypotheses de continuité sont bien satisfaites, et on a,
pour tout p € R et pour tout = € [0, a.] :

< + < e

)

b
/ f(z)e P dx

/ " fa)da

P

= e_pa
~—~
<1

<e.

|f(@)e P*| < |f(x)] = g(z), hypothése de domination
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et g est bien intégrable sur [0, a.] car continue sur un segment.
Par suite, d’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, H est
continue sur R .

1i1) Montrons que L(f) est continue sur Ry .
Soit € > 0 et pg € Ry. Alors, d’apres i) il existe a. tel que, pour tous p,a € Ry

avec a > a., ON a :
—+oo
/ f@)e™P* dx
a

De plus, comme H est continue sur R, il existe 6. > 0 tel que pour tout p € Ry,
|p — po| < 0. implique |H (p) — H(po)| < §.
Concluons : pour tout p € Ry tel que |p — py| < d., on a :

<

Wl ™M™

IL(f)(p) = L(f)po)l < |L(f)(p) — Hp)| + |H(p) — H(po)| + [H(po) — L(f)(po)]
< [L(f)(p) — H(p)| + |H(p) — H(po)| + [H(po) — L(f)(po)]
+0o0 e oo
= / f(x)e P dz| + 3 + / f(z)e P* dz
e € €
IL(f)(p) — L(f)(po)] < §+§+§=€

D’ou L(f) est continue sur R, .

3. Dérivation d’une intégrale a parametre

On suppose que A est un intervalle de R.

,(Théoréme 7.) Théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre

Soit f: A x I — K une fonction. Si f vérifie les propriétés suivantes :
e pour tout t € I, f(-,t) : & — f(z,t) est C sur A;
e pour tout z € A, f(x,-): t+— f(x,t) est intégrable sur I ;
of

0
e pour tout z € A, —=(x,) : t — —f(:zc, t) est continue par morceaux sur I ;

Ox or
e il existe une fonction g : I — R positive et intégrable sur I telle que, pour tout
(x,t) € AX I (ou € [a,b] X I pour tout segment [a,b] de A si ACR):

7]
‘df(x, t)| < g(t), hypothése de domination (sur tout segment)
€z

alors la fonction F': z +— /f(a:, t) dt est définie et C* sur A. De plus, on a, pour tout z € A :
I

F’(m):iﬂ/jf(x,t)dt:/lgi(x,t)dt.
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,(Théoréme 8.) Théoréme de dérivation C> d’une intégrale d paramétre

Soit f: A x I — K une fonction. Si f vérifie les propriétés suivantes :
e pour tout t € I, f(-,1) : x — f(x,t) est C sur A;
e pour tout z € A, f(x,-) : t— f(x,t) est intégrable sur I;
ok f ok f

pour tout k € N*, pour tout » € A, ——-(x,-) : t = ——-(x,t) est continue par morceaux
Oz Ox

sur [ ;

pour tout k € N*, il existe une fonction g : I — R positive et intégrable sur I telle
que, pour tout (z,t) € A x I (ou sur tout segment si A CR) :

ak
‘_am{ (1‘, t) < gk (t)’ hypothése de domination (sur tout segment)

alors la fonction F : x — /f(x,t) dt est définie et C*° sur A. De plus, on a, pour tout k € N
I
et pour tout z € A :

a* o
F®)(z) = @/If(m,t) dt:/ja—gc{(x,t) dt.

Remarque 4.

Pour montrer qu’une intégrale a parametre est de classe C™ sur A pour un certain n € N*, on
vérifiera les mémes hypotheses que le théoréme précédent en remplacant les "pour tout £ € N*”
par "pour tout k € [1,n]”".

Exemple 5.

+o00
La fonction F : x — / e~ dt est de classe C! sur R* et vérifie I'équation différentielle
0

y = —2—y. On obtient alors ’expression explicite de F' : pour tout xz € R ,
x
1 /m
Flx)==4/—.
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En effet, on a, en posant f(x,t) = e—ot’ .
e pour tout t € [0,+0c], f(-,t) : & > e~ est de classe C* sur R (et méme de
classe C*);

e pour tout z € R%, f(z,-) : t > e ** est intégrable sur [0, +oo] car ¢ — e~

est

1
continue sur [0, +oo[ et en 400, comme z > 0, e~*!" = o(t—2).
% of 2 —xt? g
e pour tout x € R% | a—(:z:, Dt —tle est continue sur [0, 4+o00[;
x

o (Domination sur tout segment de R* ) Soit a > 0. Soit ¢ € [0,+oo[. Pour tout
x € [a,+oo], on a :
| — t2e—wt2| < t2€_at2 = g(b).

Or la fonction g : t — t2¢79% est intégrable sur [0, +-o0o[ car elle est continue sur

1
cet intervalle et en +o0, comme a > 0, t2e=9" = o(t—z) (car t2g(t) — 0).

Ainsi, d’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametre, pour tout a > 0, F
est C' sur [a, +00[. Il en résulte que F est de classe C* sur R% et on a, pour tout z € RY. :

+oo +oo
1 +oo 1
F'(z) = / — 2t S <[temt2} —/ e dt) =——F(z).
0 —— 2z 0 0 7205

=L (t.(—2xt)e—t?)

1
Ainsi, F est solution de ’équation différentielle 3’ = o559 qui admet pour solutions
x

1
y=Ce 2n(®) = Cﬁ pour C € R.

Orona:

donc, pour tout z € RY :

Exercice 10.

Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C™ sur leur domaine de définition :

+oo
1. F:t— / e cos(xt) da avec n = 1. En exprimant F” en fonction de F', déterminer
0

une expression explicite de F.

+o0 ezrt
2.G:x»—>/ — dt avec n = 2.
0 141

+oo s

sin(t

3. H:zr / 5 _522 dt avec n = 1 puis déterminer un équivalent simple de H en +oo.
0 -,I:

“+oo _—xt

€ . . . . ..

4. pour ke N, I, : t — / — dz avec n = oo puis déterminer une expression explicite
1

T
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de I,

1. On pose f(t,x) = e~ cos(at).

— Déterminons le domaine Dg de F.
2

Soit t € R. La fonction & — f(t,x) est continue sur [0, +oo[ et on a |f(t, )| < e ™,
donc par comparaison a la fonction x — e’ qui intégrable sur [0, +oo[, z — f(¢, )
est intégrable sur [0, +oo] et ainsi f0+°° e=*" cos(at) dz converge.
Par suite, F'(t) existe et est fini pour pour tout ¢ € R. Donc Dp = R.
— Montrons que F est de classe C' sur R. On vérifie les hypothéses du théoréme de
dérivation des intégrales a parametres.
e pour tout z € [0, 400, f(-,x) : t > e~ cos(zt) est de classe C! sur R (et méme
C) et on a, pour tout t € R :
of

—(t,x) = —ze™® sin(zt).

ot

e pour tout t € R, f(t,-) : @ — e~ cos(xt) est intégrable sur [0, +oo| (voire I'étude
du domaine).

of . :
e pour tout ¢t € R, a(h -) est continue par morceaux sur [0, +oo[ car continue sur
[0, +o0l;
e (Domination) Soit x € [0, 4o00[. Pour tout ¢ € R, on a :
of 2
—(t,z)| <ze™® =g(x
5 (@) < 9(x),
Or la fonction g : o — ze™® est intégrable sur [0, +-o0c[ car elle est continue sur cet
2
xT

intervalle et en +o00, ze™

= 0(%) (car z2g(x) — 0).

Ainsi, d’apres le théoréme de dérivation des intégrales a parametre, F' est de classe O
sur R et on a, pour tout t € R :

T A 22 IPP
F'(t) = —ze”* sin(zt)dr =
0

g2 FES t +oo t
2
.sin(xt)] —7/ e cos(zt)de = —-F(¢).
2 Jy 2

t
Ainsi, F' est solution de 1’équation différentielle 1y’ + iy = 0 qui admet pour solutions

2
y=Ce J2d =Ce T pour C €R.
Oron a :

donc, pour tout t € R :
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o e—i:ct

2. On pose g(z,t) = Sz
— Déterminons le domaine Dg de G.

Soit z € R. La fonction t — g(x,t) est continue sur [0, +oo[ et pour tout ¢ € [0, 4o0],

lg(x,t)| < #, donc, par comparaison & la fonction ¢ ﬁ qui est intégrable sur

[0,4+00[, t — g(x,t) est intégrable sur [0, +oo| et ainsi f0+°° g(x,t) dt converge.
Par suite, G(x) existe et est fini pour tout € R. Donc Dg = R.

— Montrons que G est de classe C? sur R. On vérifie les hypothéses du théoréme de
dérivation des intégrales a parametres.

e pour tout t € [0, +00, g(-,t) : © > g(x,t) est C? sur R (et méme C*°) et on a, pour
tout z € R : , ]
@ iteixt 629 _t2ezzt

t) = t — t) = .
8x(x’ ) 1+t ¢ axQ(x’ ) 1+ ¢4

e pour tout z € R, g(z,-) : t — g(x,t) est intégrable sur [0, +o0[ (fait avec le domaine
de G).

e pour tout z € R, 8—9(:5, -) est continue par morceaux sur [0, +oo[ car continue sur
T
[0, +o0l;
e (Domination) Soit t € [0, +o0[. Pour tout z € R, on a :

dg t

&c(x’t)’ Sira -9
et o2 )
g t

W(x’t)‘ S 1@ - o0

Or les fonctions g1, g2 sont intégrables sur [0, +oo[ car elles sont continues sur cet
intervalle et en +o00, ¢1(t) et go2(t) sont des O(t%) (car t — t2g;(t) sont bornées sur
[0, +o0f).

Ainsi, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & parameétre, G est C? sur R.

3. On pose h(x,t) = ;’21(2

— Déterminons le domaine Dy de H.
Soit z € R.

* Six=0,p:t— h(z,t)=

1

sur |0, 7] et o(t) Kool

Si?z(t) est continue sur |0, +o0o[. La fonction ¢ est positive

, donc, par comparaison foﬂ (t) dt diverge car l'intégrale de

Riemann [ 1 dt diverge.

Par suite, fow h(0,t) dt diverge, donc H n’est pas défine en 0.
x Six # 0, la fonction ¢t — h(x,t) est continue sur [0,4o00[ et pour tout ¢ € [0, +o0],
1 1 . N . 1 . )
|h(z,t)] < e N B donc, par comparaison & la fonction ¢ — 5 qui est
intégrable sur [1,+oo[, t — h(z,t) est intégrable sur [1,4o00[ et donc sur [0, 4o0].
Ainsi fo+°° h(x,t)dt converge.
Par suite, H(z) existe et est fini si, et seulement si, x € R*. Donc Dy = R*.

— La fonction H est paire, donc on restreint I’étude a R . Montrons que H est de classe C 1
sur R* . On vérifie les hypotheses du théoréme de dérivation des intégrales a parametres.
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e pour tout ¢ € [0,400], h(-,t) : z — h(z,t) est C! sur RY (et méme C™) et on a,
pour tout z € R :
Oh —2x sin(t)
%(1'715) = (372 +t2)2

e pour tout x € R, h(x,-) : t = h(x,t) est intégrable sur [0, +oof (fait avec le domaine
de H).

e pour tout x € R* | 8—(z, -) est continue par morceaux sur [0, +oo[ car continue sur
i
[0, +o0l;
o (Domination sur tout segment de R ) Soit a,b € R avec a < b. Soit ¢ € [0, +o0].
Pour tout = € [a,b], on a :

Oty < 22 = g(t)
az Y| = (a2 + 2)? I

Or la fonction g est intégrable sur [0, 4o00[ car elle est continue sur cet intervalle et

en +00, g(t) eos %.

Ainsi, d’apres le théoréme de dérivation des intégrales & parametre, H est C! sur R et
donc également sur R* par parité.

Déterminons un équivalent de H en +oc.
Soit x € R7.. On effectue le changement de variable licite t = ux dans I'intégrale convergente

H(z) et on obtient :
1 +oo ;
Hiz) = 7/ sin(uzx) du
0

z 14+ u?

puis, par des Intégrations Par Parties licites, on a :

Hp) = 1 _cos(ux)' 1 +°°_/+°°_cos(uz)' —2u du
x r  14u?], 0 x  (14u?)?
_ 1 3/ wcos(ux) d
T2z 22 ), (14u?)? “

1 2 sin(ux) u e /+°° sin(uz) 1— 3u? d
— — : u
a2 (1+u?)?], 0 x  (I1+wu?)s

1 2/+°°smux (1 — 3u?)
= === du.
22 23 ), 1+ u?)3
=f(z,u)
La fonction u — f(z,u) est continue sur [0,+o0o[ et |f(z,u)| < &iiﬁ; - 3 donc
U—r+00

u > f(x,u) est intégrable sur [0, +oo[. Par suite, par inégalité triangulaire, on a :

e T 1 4 3u?
Ju)du| < ——du=C
/0 flz,u)du 7/0 ERRE U
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Ainsi, la fonction x +— fOJrOO f(x,u)du est bornée sur R par C, donc on a :

1 2 [T

H(x) = ol flz,u)du

1 1
= 2.9 (:173)
_ 1 1
N 22 " edoo \ 22

H@) ~ =

u—+o00 x2

—xt

4. Pour k € N, on pose fi(t,z) = “.
— Soit k£ € N. Déterminons le domaine Dy, de Ij.
Soit t € R. La fonction = — fi (¢, ) est continue sur [1, +oo].

xt

(*) Sit <0, par croissances comparées, < ——— +00, donc f0+oo fr(t, z) do diverge

x

r——+00
(car, par exemple, & partir d’un certain zg > 1, pour tout & > xg, |fx (¢, z)| > 1).
() Sit =0, on a f0+°° fx(0,z)dz = 0+OO Jr dz converge si, et seulement si, k > 2.

Donc I (0) existe et est fini si, et seulement si, k > 2.
(x) Sit>0,o0na|fi(t,z)] < e * et x — e * est intégrable sur [1,+oo|, donc, par
comparaison, x — fi(t,z) 'est aussi et donc f0+°° fx(t, ) d converge.
II en résulte que, pour k = 0,1, Dy, = R% et pour k > 2, Dy, = R.
— Soit k € N. Montrons que I est de classe C* sur R* (on pourrait méme montrer que

pour k > 2, Iy est de classe C*¥=2 sur R, ). On vérifie les hypotheses du théoréme de
dérivation des intégrales a parametres.

e pour tout = € [1,+00[, fi(:,x) est de classe C* sur R et donc sur R’ et on a, pour
tout n € N et pour tout t € R :

anfk efact

ot 3) = ()" S

e pour tout t € R, fi(¢,-) est intégrable sur [1,4+o0[ (voire I’étude du domaine).
9" [
otn

e pour tout n € N* et pour tout ¢t € R, (t,-) est continue par morceaux sur

[1,4+o00[ car continue sur [1,4+o00[;
e (Domination sur tout segment de R ) Soit a > 0. Soit x € [1,4o00[. Pour tout
t € [a,+oo[, on a :
anfk efzt e—ax
‘ o (t,l‘) = o < o =g(x),

Or la fonction g : &+ & est intégrable sur [1,+oo[ car elle est continue sur cet

xk
intervalle et en +00, g(z) = o(Z%) (car z%g(z) — 0 par croissances comparées).

Ainsi, d’apres le théoréeme de dérivation des intégrales a parametre, I, est de classe C'*
sur R% et on a, pour tout n € N et pour tout ¢ € R :

I . “+o0 efmt
0= [ S
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En particulier, on a, pour n =k :

19(8) = (=1 () = (~1)* [—

Exercice 11. Fonction Gamma

On appelle fonction Gamma et on note I' la fonction de la variable réelle :
“+oo
'z / t* et dt.
0

1. Déterminer le domaine de définition Dr de T

2. Pour z € Dr, trouver une relation entre I'(z + 1) et I'(z). En déduire la valeur de I'(n + 1)
pour tout n € N.

3. Déterminer la valeur de I'(3).

4. Montrer que la transformée de Laplace de f : t — t* (o €] —1, +o0]) est L(f) : p — Fl()’jj_'ll).

5. Montrer que I' est de classe C°° sur Dr.

1. Déterminons le domaine de définition Dr de I'. On pose f(z,t) = t*~let. Soit z € R.

* La fonction ¢ — t*~le~! est positive et continue sur |0, +oo].

* en 0 :

x,t) ~ 771
f(z, )HO+

Or, d’apres le critére de Riemann en 0, t — t*~! = tl% est d’intégrale convergente sur

10, 1] si, et seulement si, 1 —z < 1i.e. z > 0. Donc ¢t — f(x,t) est d’intégrale convergente
sur ]0, 1] si, et seulement si, z > 0.

* en 400 :

On a t?t*~lemt ——— 0, donc
t——+o0

1
_ gqr—1_—t _ gx+1 —t
flz,t)y=t"e " =t""e" = A (t2>

et, d’apres le critéere de Riemann en 400, t — t% est d’intégrale convergente sur [1, +00].
Ainsi, par comparaison, t — f(z,t) est d’intégrale convergente sur [1, 4+o00].

Il en résulte que t — f(x,t) est d’intégrale convergente sur ]0,+oo[ si, et seulement si,
z > 0.

Par suite, Dr = R%..

2. Soit z € RY . Par une intégration par parties licite, on a :

+oo
I(z+1) = [-t"e""] goo + x/ t* le~tdt = 2T'(2).
0
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Ainsi, pour n € N, on obtient (par récurrence),

I'(n+1) =n!T(0) =n!

3 U
I <) = \/{fe*t de¢

0
En effectuant le changement de variable ¢ = u? puis une intégration par parties (tous deux

licites), on obtient :
3 oo
r () = —/ u X (—Que_“z)du
2 0

— {uefuz} + /0 e du
(3)
2

0
VT
5
. Soit a €] — 1, 4o0[. Comme f : ¢ +— t* est continue sur |0, +oo], intégrable sur |0, 1] (critére
de Riemann en 0) et O(tL*I+1) en 400, d’aprés le probléeme 3 question 2., £(f) est définie
(et continue) sur R .

Soit p € R%.. On effectue le changement de variable licite u = pt et on obtient :

L P(a+1)

. Montrons que I' est de classe C'° sur R*.
Soit k € N*.
e pour tout t €]0, 400, x — f(x,t) est C sur R% et, pour tout k¥ € N et pour tout
ze€RY

ak
Wf(l’, t) = h’l(t)ktw_le_t.
x
e Soit x € RY.. La fonction t — f(x,t) est intégrable sur |0, +-00[ (on I'’a montré lors de la

détermination du domaine de définition).

ak
e Soit k € N*. Pour tout = € R* , ¢ Wf(a:,t) est continue par morceaux sur |0, +00]
x
car continue sur cet intervalle.
e Soit k € N*. Soit a,b € R} tels que a < b.

Domination sur le segment [a, b].

Soit ¢t €]0, +o0o[. On effectue des dominations différentes selon que ¢ soit dans ]0, 1] ou
dans ]1, +oo.
Pour tout x € [a,b], on a :

* sit€l0,1],commexr—1>a—1,onat*! <t dou:

ak kja—1_—t
Wf(x,t) < |In(t)|%t* e (1)

¥ sit>1 commexr—1<b—1, 7! < =1 don :

ak kyb—1 _—t
/@0 < et (@)
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Soit u € R%. On vérifie que la fonction ¢, : t — |In(t)|*t“"te™" est intégrable sur
10, +o0[. En effet, elle est continue sur |0, +o0o[ et :

* en 0 :

On a:
put) ~ |In(t)[*e“

t—0t+

Comme u > 0, on a § > 0 et donc, par croissances comparées :

'3, () = t2|In(t)|F —— 0.
Pult) | In(t)] P~

et t — tli% est intégrable sur |0, 1] d’apres le

Par suite, o, (t) =

— &
2

t—g-oo tl
critere de Riemann en 0 car 1 — 3 < 1.
Donc, par comparaison, ¢, est intégrable sur |0, 1].

* en +oo : On a, par croissances comparées :

20, (t) = t* T In(t)|Fe? —— 0.

t—+oo

Par suite, ¢, (t) = 2% (t2
de Riemann en +oo car 2 > 1.
Donc, par comparaison, ¢, est intégrable sur [1, +o0].

Il en résulte que, pour tout u > 0, ¢, est intégrable sur |0, 4+o00[ et donc en particulier,

1
) et t — % est intégrable sur [1, +oo[ d’apres le critére

©Ya €t @y sont intégrables sur |0, 4+o00].
On pose gr = pq + @p. Alors gg est intégrable sur ]0, +00[ comme somme de fonctions
intégrables sur ]0, +oco[ et on a, pour tout ¢ €]0, +oc[, d’apres (1) et (2) :

ak:
0| < an(0)

Remarque : on aurait également pu prendre pour fonction de domination

. walt) sit€]o,1]
A {(pb(t) sit €]l,+o0]

Par suite, d’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametre, I' est de classe C'™
sur tout segment [a, b] de R’ et donc I' est de classe C*° sur R .
De plus, on a, pour tout k € N et pour tout z € R :

+oo
F(k)(x):/ (Int)Ftote~t dt.
0

Probleme 4. Calcul de Uintégrale du sinus cardinal

Le but de ce probleme est de calculer la valeur de :

+o0o i
/ sin(z) d.
0

T
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On rappelle que cette intégrale est convergente mais pas absolument convergente. On pourra
retrouver des démonstrations de ces deux résultats dans le chapitre ”Intégration généralisée”; la convergence est
a savoir refaire !

On reprend ici les notations et résultats du probléeme 3.

1. Soit f une fonction continue par morceaux sur R%. On suppose qu’il existe o € R et
B €]l —1,+o0[ tels que f(z) = O (z%) et f(x)= O (2°).
T—+00 z—0t

(a) Montrer que £(f) admet une limite en +oo et la déterminer.
(b) Montrer que la transformée de Laplace L(f) est de classe C*° sur R et donner une
expression de la dérivée k-ieme de L(f) pour k € N.

(¢) On suppose 8 > 0. En déduire que, pour g : x — @, L(g) est dérivable sur R et,
x

pour tout p € R :

+oo
£(g)(p) = / £(f)(g) dg.

sin(z)

2. (a) Déterminer une expression explicite de la transformée de Laplace de sinc : x — =

(b) Justifier la continuité de L(sinc) sur Ry et donc en 0 (voire probléme 3) puis déter-

+oo
miner la valeur de / sinc(z) dz.
0

1. Pour p € R} et z €]0, +o0], on pose ¢(p,z) = f(x)e PT.
Commencgons par traduire les hypotheses sur la fonction f :
— comme f(z) = O+ (x%), il existe M € Ry et z¢ €]0, +00] tel que, pour tout = > xg :
r—r+00

|f(z)] < Ma®

— comme f(z) = x_%+(xﬁ), il existe M’ € Ry et z(, €]0, +oo[ tel que, pour tout 0 < = <

7 o
x

|f(x)] < M'z”.
De plus, comme f est continue par morceaux sur R’ , pour v € R, la fonction z — 277 f(x)
lest aussi; ainsi, elle est continue par morceaux sur le segment [xo,z(] (ou [z, zo]), et

donc bornée sur ce segment par disons M”(y). Ainsi, quitte & prendre le maximum de
M, M',M"(a) et M"(8), on peut supposer que M = M’ et z(, = xo.

(a) Vérifions les hypotheéses du théoréme de la limite d’une intégrale & parameétre. Comme
on veut déterminer la limite en +00, on peut placer la variable p sur le voisinage de
+oo de notre choix : prendre R* n’est pas un bon choix car, lors de la domination,
I’exponentielle bien pratique en +oo "disparaitra” par la proximité de 0 dans R% . On
se placera alors, par exemple, sur [33, +-00[ qui a ’avantage de laisser 0 loin de 1’affaire !

e pour tout p € [33,400[, ¢(p, ) : & — @(p,xz) est continue par morceaux sur
0, +-o00[;
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e pour tout x €]0,4+o00[, on a :

o(p,z) = f(x)e™"" ——— 0= h(x)
p—>—+0o0
et h:z+— 0 est continue par morceaux sur |0, +o0o[ car continue sur ]0, +oo[;
e Soit  €]0, +o00[. Pour tout p € [33,400[, on a :

lo(p, )| = |f(2)|e P < |f(z)|e™33® = g(z), hypothése de domination

et g: x> |f(x)|e 33 est intégrable sur |0, +oo[ car, g est continue par morceaux
sur |0, +o0] et :
* sur |0, 2], g(z) < MaP et x — 2P = —L; est intégrable sur ]0,zo] d’apres le
critere de Riemann en 0 car —( < 1, donc par comparaison g est intégrable sur
]Oa CC()} )

1
x sur [z, +oo[, g(z) < Mz%e ™33 = o <2> et @ — Z est intégrable sur
r—+o0 €T

[0, +0o] d’apres le critére de Riemann en 400 car 2 > 1, donc par comparaison
g est intégrable sur [zg, +00].

Ainsi, d’apres le théoreme de la limite d’une intégrale a parameétre, on a :

+o0 +oo +oo
i 7pw = i 7pw = =
pgrﬁoo (/0 f(z)e dx) /0 <wgr+noof(x)e ) dz /0 0Odz =0.

(b) Vérifions les hypothéses du théoréme de dérivation des intégrales a parametre :
e pour tout = €]0, +00[, (-, z) est C> sur R% car exp est de classe C> sur R et on
a, pour tout k € N et pour tout p € R :
oF _
Tpk(%fﬂ) = (*Ukwkf(ff)@ e
e pour tout p € R%, ¢(p, -) est intégrable sur ]0, +oo[ (méme démonstration que pour

la fonction g de la question précédente en remplagant 33 par p > 0);
k

) apk
]0, +o0o[ car f 'est et = +— xFe™P% est continue sur |0, 4+oo;
e Soit k € N*. Soit a > 0. Pour tout p € [a, +o0[, on a :

e pour tout & € N, pour tout p € R} (p,-) est continue par morceaux sur

k
’apf(x,t)‘ < Jik|f(33‘)|€7a:C = gk(x), hypothése de domination sur tout segment

et gr : v — zF|f(x)|e"%® est intégrable sur |0, +oc[ car, g est continue par mor-
ceaux sur |0, +oo] et :

* sur |0,z0], gr(z) < MaPTF et o — 2PTF = —— est intégrable sur ]0,z
d’apres le critere de Riemann en 0 car —f—k < 1—k < 1, donc par comparaison
gk est intégrable sur ]0, z¢] ;

* sur [xg, +0o[, gr(z) < Mz*tke™ = o (12) et @ — J3 est intégrable sur

Tr—r+o0 X
[0, +00[ d’apres le critére de Riemann en +oo car 2 > 1, donc par comparaison
gk est intégrable sur [z, +00|.
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(b)

Ainsi, d’apres le théoréme de dérivation des intégrales a parametre, L(f) est de classe
C* sur R et on a, pour tout k € N et tout p € R} :

+oo

cmw@:em/ 2 f(2)e=P .

0

D’aprés les hypotheses sur f, la fonction g est continue par morceaux sur |0, +oo[;
gx)= 0 (* Vetgx)= O (z°1). Commea+1€Ret f—1> -1, dapres
T—+o00 z—0t

les deux questions précédentes, £(g) admet pour limite 0 en +o0o, L£(g) est de classe
C* sur R et donc en particulier dérivable sur R% et on a, pour tout p € RY :

+oo
awh»:—A 2g(z) P dz = —L(f).

=f(=)
Ainsi, —£(g) est une primitive de L(f) et donc on a, £(g) admettant pour limite 0 en
+o0 :
L(g)(p) = - lim L(g)(q) — (=L(9)(p))
q——+0oo

= [-L9) @)~

+oo
L)p) = /“ £(7)(@) dg:

1
p2+1°
continue sur R donc continue par morceaux sur |0, +oo] et vérifie sin(z) = O+ (1) et

r——+00

sin(x) = i —(>)0 +(3@), d’otr, d’apres la question précédente, L(sinc) est dérivable sur R

D’apres la question 3.(a) du probléme 3, on a L(sin) : p — De plus sin est

et on a, pour tout p € R} :

—+oo
L(sinc)(p) = / £(sin)(q) dg

+oo
1
/p ¢ +1

= [arctan(q)]zoo

L(sinc)(p) = g—arctan(p).

La fonction sinc est continue sur R; (en la prolongeant par continuité en 0 par

sinc(0) = 1) et lintégrale f0+°° sinc(z) dz converge (voire Chapitre Intégration gé-
néralisée). Par suite, d’apres la question 4.(b) du probléme 3, la fonction L(sinc) est

43



continue sur R, et donc en particulier en 0. Ainsi, on a :

“+o0
/0 sinc(z)dx = L(sinc)(0)

= lim L(sinc)(p)

p—0+

lim (g — arctan(p))

p—0t

+oo
/ sinc(z)dz = T
O 2
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Annexe

Outils pour la résolution des problemes

1. Propriétés utiles des intégrales de Wallis
Probléme 5. Intégrales de Wallis

g
Pour n € N, on pose W,, = / sin™(¢) dt. On note W la suite (Wp,)nen.
0

1. Montrer que W est une suite a valeurs strictement positives, strictement décroissante. En
déduire que W est convergente et montrer que sa limite est 0.
Indication pour ce dernier point : on pourra utiliser le théoréme de convergence dominé si on est pressé;
stnon, on pourra fizer € > 0 et couper intelligemment l’intégrale en deux parties chacune inférieure a €/2

a partir d’un certain rang.
2. Déterminer une relation de récurrence () entre W, 2 et W, pour n € N.

3. (a) Utiliser (x) pour montrer que W, 41 ~ W, et que la suite ((n + 1)W,Wit1)nen
n—-+0o0

est constante en g

, . ™
(b) En déduire que W,, ~ — - on peut donc prouver que la limite de W est nulle d’une
n—-+o0o 2n

troisiéme facon !

4. Calculer Wy et W puis déterminer a 'aide de la relation de récurrence (x) que :

. ) _ 41
VneN, Wy, = an EetVneN, W2n+1—@.2n+1.

2. Formules de la moyenne

Proposition Annexe 1.| Premiére formule de la moyenne

Soit a,b € R avec a < b et f,g: [a,b] = R. Si f, g sont continues et g positive, alors il existe
¢ € [a, b] tel que :

b b
/fwawa:ﬂq/gmmt

Comme f est continue sur le segment [a,b], d’aprés le théoréme des bornes atteintes, elle est
bornée et atteint ses bornes. Ainsi, comme g est positive et par croissance de l'intégrale, on a :

b b b
mMﬂ/g@&S/ﬂm®&SWMﬁ/g@w
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Par suite, f; f(t)g(t) dt est compris entre deux valeurs de la fonction continue z — f(z) f: g(t)dt;
ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, b] tel que :

b b
/ f(Hg(t)dt = f(¢) / o(t)dt.

Proposition Annexe 2.| Deuxiéme formule de la moyenne

Soit a,b € R avec a < b et f,g: [a,b] — R. Si f est continue, g est de classe C!, positive et
décroissante, et f est continue, alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

[ swgyae=ga) [ ey

On note F' la primitive de f qui s’annule en a. On obtient, par intégration par parties :

b

[ gyt =Foyge) - [ Py

Comme —¢’, F' sont continues et —g’ positive, d’apres la premicre formule de la moyenne, il existe
¢o € [a,b] tel que :

b b b
- / F(t)g/(t) dt = / F(t)(~g/(t)) dt = F(co) / (—g/ (1)) d = F(co)(g(a) — 9(b)).

Donc,
b Cco b
[ toa®at=g@ [ rwaee o) [ sar
a a Co
Si fcl; f(t)dt > 0, comme g est décroissante, on a :
b b Co
@) [ FOdt=9) [ fOdt=0=g@ [ re)a
co co co
et on a, par le méme raisonnement, 'inégalité dans l'autre sens si fcbo f(#)dt < 0. La valeur
g(b) fcl; f(t)dt est donc comprise entre deux valeurs de la fonction continue x — g(a) fca; f)de

donc d’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [co,b] C [a,b] tel que
g(b) fcl; f(t)dt = g(a) [ f(t)dt, d’ou, par la relation de Chasles :

b co b c
/ F(H)g(t) dt = g(a) / F(t)dt + g(b) / £(t)dt = g(a) / F(t)at.
' ' =g( )?c f(t)dt :
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