
Chapitre XI

Fonctions vectorielles de la variable réelle
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Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de R ; K désigne le corps R ou le corps C et (E, ‖ · ‖) désigne
un espace vectoriel normé sur K de dimension finie n ∈ N∗.

Dérivation des fonctions vectorielles
Partie APartie A

1. Dérivée en un point

a. Définition et premières propriétés

Définition 1.Définition 1. gDérivabilité et vecteur dérivéDérivabilité et vecteur dérivé

Soit f : I → E une fonction et t0 ∈ I.
On dit que f est dérivable en t0 si l’application τt0 : I ∖ {t0} → E, appelée taux d’accrois-
sement de f en t0 et définie par :

τt0 : t 7→ f(t)− f(t0)

t− t0
,

admet une limite ℓ ∈ E en t0.
Dans ce cas, cette limite est appelée vecteur dérivé de f en t0 et est notée :

f ′(t0) ou encore df
dt (t0).

Proposition 1.Proposition 1. gDéveloppement limité à l’ordre 1Développement limité à l’ordre 1

Soit f : I → E et t0 ∈ I. La fonction f est dérivable en t0 si, et seulement si, elle admet une
développement limité à l’ordre 1 en t0 i.e. s’il existe un vecteur ℓ ∈ E et une fonction ε : I → E
avec lim

t→t0
ε(t) = 0E telle que, pour tout t ∈ I :

f(t) = f(t0) + (t− t0)ℓ+ (t− t0)ε(t).

Dans ce cas, on a f ′(t0) = ℓ.

Proposition 2.Proposition 2.

Soit f : I → E et t0 ∈ I. Si f est dérivable en t0, alors f est continue en t0.

On rappelle la définition suivante :
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Définition-Proposition 2.Définition-Proposition 2. gFonctions composantesFonctions composantes

Soit f : I → E et B = (e1, ..., en) une base de E. Il existe un unique n-uplet (f1, ..., fn) de
fonctions de I dans R appelées fonctions composantes de f , qui vérifie, pour tout t ∈ I :

f(t) =

n∑
i=1

fi(t)ei.

Proposition 3.Proposition 3.

Soit f : I → E, t0 ∈ I et B = (e1, ..., en) une base de E. La fonction f est dérivable en t0 si, et
seulement si, pour tout i ∈ J1, nK, la fonction composante fi de f est dérivable en t0.
Dans ce cas, on a :

f ′(t0) =

n∑
i=1

f ′
i(t0)ei.

Exemple 1.Exemple 1.

Soit f : [−1, 1] → R2 définie par f : t 7→ (arctan(t), arcsin(t)). Alors f est dérivable en tout point
de ]− 1, 1[ et on a, pour t0 ∈]− 1, 1[,

f ′(t0) = (
1

1 + t2
,

1√
1− t2

).

Exercice 1.Exercice 1.

On considère la fonction f : t 7→

(
cos(t2) sin( 1

1−t )

2t
3+1 1

ln(t2)2+1

)
.

Quelle est le domaine de définition de f ? En quels points cette fonction est-elle dérivable et quel
est le vecteur dérivée dans ce cas ?

b. Dérivée à gauche et à droite en un point

Définition 3.Définition 3. gVecteur dérivée à gauche/à droiteVecteur dérivée à gauche/à droite

Soit f : I → E, t0 ∈ I. On dit que f est dérivable à gauche (resp. à droite) en t0 si le taux
d’accroissement τt0 de f admet une limite à gauche (resp. à droite) en t0.
Dans cette limite est appelée vecteur dérivé à gauche (resp. à droite) de f en t0 et est
notée

f ′
g(t0) (resp. f ′

d(t0))

c. Fonction dérivée
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Définition 4.Définition 4. gFonction dérivéeFonction dérivée

Soit f : I → E. On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. On
note alors f ′ (ou encore df

dt
) la fonction de I dans E définie par :

f ′ : t 7→ f ′(t).

Exercice 2.Exercice 2.

1. En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer qu’une fonction f : I → K est
constante si, et seulement si, elle est dérivable sur I̊ et sa fonction dérivée f ′ est nulle sur
I̊.

2. En déduire qu’une fonction f : I → E est constante si, et seulement si, elle est dérivable
sur I̊ et sa fonction dérivée f ′ est nulle sur I̊.

2. Opérations sur les fonctions dérivables

a. Combinaisons linéaires

Proposition 4.Proposition 4.

Soit f, g : I → E, λ, µ ∈ K et t0 ∈ I. Si f et g sont dérivables en t0, alors λf + µg est dérivable
en t0 et on a :

(λf + µg)′(t0) = λf ′(t0) + µg′(t0).

De plus, si f et g sont dérivables sur I, on a (λf + µg)′ = λf ′ + µg′.

Remarque 1.Remarque 1.

On en déduit que l’ensemble des fonctions de I dans E dérivables sur I est un espace vectoriel
sur K et que l’application f 7→ f ′ est une application linéaire de l’ensemble des fonctions de I
dans E dérivables sur I vers l’ensemble des fonctions de I dans E.

b. Compositions

Proposition 5.Proposition 5. gComposition de fonctionsComposition de fonctions

Soit f : I → E, φ : J → R et t0 ∈ J avec φ(t0) ∈ I. Si φ est dérivable en t0 et f est dérivable
en φ(t0), alors f ◦ φ est dérivable en t0 et on a :

(f ◦ φ)′(t0) = φ′(t0).f
′(φ(t0)).

De plus, si φ est dérivable sur J avec φ(J) ⊂ I et f est dérivable sur I, alors on a (f ◦ φ)′ =
φ′.f ′ ◦ φ.
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Proposition 6.Proposition 6. gComposition par une application linéaireComposition par une application linéaire

Soit F un espace vectoriel normé sur K, f : I → E, L : E → F une application linéaire et
t0 ∈ I. Si f est dérivable en t0, alors L ◦ f est dérivable en t0 et on a :

(L ◦ f)′(t0) = L(f ′(t0)).

De plus, si f est dérivable sur I, alors on a (L ◦ f)′ = L ◦ f ′.

Démonstration.

On suppose f dérivable en t0. Comme E est de dimension finie, L est continue sur E. Notons τt0
le taux d’accroissement de f . On a, pour tout t ∈ I avec t 6= t0, par linéarité et continuité de L :

L ◦ f(t)− L ◦ f(t0)
t− t0

= L(
f(t)− f(t0)

t− t0
) −−−→

t→t0
L(f ′(t0)).

D’où le résultat.

c. Produit de fonctions

Proposition 7.Proposition 7.

Soit E,F des espaces vectoriels normés de dimension finie, G un espace vectoriel normé, B :
E × F → G une application bilinéaire, f : I → E, g : I → F des fonctions et t0 ∈ I. Si f et g
sont dérivables en t0, alors B(f, g) : t 7→ B(f(t), g(t)) est dérivable en t0 et on a :

(B(f, g))
′
(t0) = B(f ′(t0), g(t0)) +B(f(t0), g

′(t0)).

De plus, si f et g sont dérivables sur I, alors on a (B(f, g))
′
= B(f ′, g) +B(f, g′).

Démonstration.

On suppose que f et g sont dérivables en t0. Alors on a, par bilinéarité de B, pour tout t ∈ I
avec t 6= t0 :

B(f, g)(t)−B(f, g)(t0) = B(f(t), g(t))−B(f(t0), g(t)) +B(f(t0), g(t))−B(f(t0), g(t0))

= B(f(t)− f(t0), g(t)) +B(f(t0), g(t)− g(t0)).

Comme E et F sont de dimension finie, l’application bilinéaire B est continue. Par suite, on a :

B(f, g)(t)−B(f, g)(t0)

t− t0
= B(

f(t)− f(t0)

t− t0
, g(t))︸ ︷︷ ︸

−−−−−→
n→+∞

B(f ′(t0),g(t0))

+B(f(t0),
g(t)− g(t0)

t− t0
)︸ ︷︷ ︸

−−−−−→
n→+∞

B(f(t0),g′(t0))

−−−−−→
n→+∞

B(f ′(t0), g(t0)) +B(f(t0), g
′(t0)).

D’où le résultat.
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Exemple 2.Exemple 2. gProduit scalaire de fonctionsProduit scalaire de fonctions

Soit E un espace euclidien sur K de produit scalaire noté (·|·) et f, g : I → E des fonctions
dérivables sur I.
Alors l’application (f |g) : t 7→ (f(t)|g(t)) est dérivable sur I et

(f |g)′ = (f ′|g) + (f |g′).

Exercice 3.Exercice 3.

Soit E un espace euclidien de produit scalaire noté (·|·), de norme associée notée ‖·‖ et f : I → E
une fonction dérivable sur I.

1. Discuter de la dérivabilité de la fonction ‖f‖ : t 7→ ‖f(t)‖ et déterminer sa dérivée aux
points de dérivabilité.

2. On suppose que pour tout t ∈ I, f(t) ∈ S(0, 1). Montrer que, pour tout t ∈ I, f(t) et f ′(t)
sont orthogonaux.

3. Fonctions de classe Ck

a. Définitions

Définition 5.Définition 5. gFonctions de classe C1Fonctions de classe C1

Soit f : I → E. On dit que f est de classe C1 sur I si f est dérivable sur I et sa fonction
dérivée f ′ est continue sur I. On note C1(I, E) l’ensemble des fonctions de classe C1 sur I.

On peut généraliser cette notion par récurrence :

Définition 6.Définition 6. gFonctions de classe CkFonctions de classe Ck

Soit f : I → E. On dit que f est :
• de classe C0 sur I si f est continue sur I ;
• de classe Ck sur I, pour k ∈ N∗, si f est dérivable sur I et que f ′ est de classe Ck−1

sur I ;
• de classe C∞ si f est de classe Ck pour tout k ∈ N.

Soit k ∈ N ∪ {∞}. On note Ck(I, E) l’ensemble des fonctions de classe Ck sur I.

Proposition 8.Proposition 8.

Soit k ∈ N ∪ {∞}. L’ensemble Ck(I, E) est un espace vectoriel sur K. De plus, si k ≥ 1,
l’application D : Ck(I, E) → Ck−1(I, E) telle que D : f 7→ f ′ est une application linéaire.
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Remarque 2.Remarque 2.

On a C∞(I, E) =
⋂
k∈N

Ck(I, E).

b. Opérations sur les fonctions de classe Ck

Proposition 9.Proposition 9. gOpérations usuellesOpérations usuelles

Soit k ∈ N ∪ {∞}.
Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie.
Soit f, g : I → E et φ : J → R avec φ(J) ⊂ I.
Soit L : E → F une application linéaire.

— Si f, g sont de classe Ck sur I, alors, pour tous λ, µ ∈ K, λf +µg est de classe Ck sur I ;
— Si f, φ sont de classe Ck sur I, J respectivement, alors, f ◦ φ est de classe Ck sur J ;
— Si f est de classe Ck sur I, alors, L ◦ f est de classe Ck sur I.

Proposition 10.Proposition 10. gFormule de LeibnizFormule de Leibniz

Soit k ∈ N ∪ {∞}.
Soit E,F des espaces vectoriels normés de dimension finie, G un espace vectoriel normé, B :
E × F → G une application bilinéaire et f : I → E, g : I → F . Si f et g sont de classe Ck sur
I, alors B(f, g) est de classe Ck sur I et on a, pour tout p ≤ k :

(B(f, g))
(p)

=

p∑
i=0

(
p

i

)
B(f (i), g(p−i)).
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Intégration des fonctions vectorielles sur un segment
Partie BPartie B

Dans cette partie, a, b désignent des réels tels que a < b.

1. Intégration des fonctions continues par morceaux

a. Définition

Lemme 1.Lemme 1.

Soit f ∈ Cpm([a, b], E), B = (e1, ..., en) une base de E et (f1, ..., fn) les fonctions composantes

de f dans B. Le vecteur
n∑

i=1

(∫ b

a

fi(t)dt

)
ei ne dépend pas de la base B.

Grâce au lemme précédent, on peut donner le sens suivant à l’intégrale sur un segment d’une fonction
continue par morceaux à valeurs vectorielles :

Définition 7.Définition 7. gIntégrale d’une fonction continue par morceauxIntégrale d’une fonction continue par morceaux

Soit f ∈ Cpm([a, b], E), B = (e1, ..., en) une base de E et (f1, ..., fn) les fonctions composantes

de f dans B. On note
∫ b

a

f(t)dt,
∫ b

a

f ou encore
∫
[a,b]

f le vecteur :

∫ b

a

f(t)dt =

n∑
i=1

(∫ b

a

fi(t)dt

)
ei.

b. Propriétés de l’intégrale

Proposition 11.Proposition 11.

On a les propriétés suivantes :

— f 7→
∫ b

a

f est linéaire. Soit f ∈ Cpm([a, b], E).

— pour u : E → F une application linéaire, u(
∫ b

a

f) =

∫ b

a

u(f).

— pour a < b < c,
∫ c

a

f =

∫ b

a

f +

∫ c

b

f .
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Proposition 12.Proposition 12.

Soit f ∈ Cpm([a, b], E). On a :

‖
∫ b

a

f(t)dt‖ ≤
∫ b

a

‖f(t)‖dt ≤ (b− a)‖f‖∞.

c. Sommes de Riemann

On rappelle et on généralise les résultats sur les sommes de Riemann (ici dans le cas particulier d’une
subdivision régulière)

Définition 8.Définition 8. gSomme de RiemannSomme de Riemann

Soit f ∈ Cpm([a, b], E) et n ∈ N∗. On appelle somme de Riemann d’ordre n de f le vecteur

b− a

n

n−1∑
k=0

f(a+ k
b− a

n
)

Théorème 1.Théorème 1.

Soit f ∈ Cpm([a, b], E). Alors les sommes de Riemann d’ordre n convergent vers
∫ b

a
f quand n

tend vers l’infini i.e.
b− a

n

n−1∑
k=0

f(a+ k
b− a

n
) −−−−−→

n→+∞

∫ b

a

f.

Exercice 4.Exercice 4.

Rappels de sup. Déterminer les limites des suite de termes généraux suivants :

un =

n−1∑
k=0

n

n2 + k2
vn =

n−1∑
k=0

k

n2 + k2
wn =

n−1∑
k=0

1√
n2 + 2kn

.

2. Primitives et intégrales

a. Extension de la définition de l’intégrale

On rappelle qu’une fonction est continue par morceaux sur I (autrement dit, f ∈ Cpm(I, E)) si elle
est continue par morceaux sur tout segment de I.
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Définition 9.Définition 9. gExtension de l’intégraleExtension de l’intégrale

Soit f ∈ Cpm(I, E) et a, b ∈ I. On pose

∫ b

a

f(t)dt =


∫ b

a
f(t)dt si a < b

0 si a = b

−
∫ a

b
f(t)dt si a > b.

Proposition 13.Proposition 13. gRelation de ChaslesRelation de Chasles

Soit f ∈ Cpm(I, E) et a, b, c ∈ I avec a ≤ b ≤ c. Alors on a :∫ c

a

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt+

∫ c

b

f(t)dt.

b. Primitives des fonctions continues

Définition 10.Définition 10. gPrimitivePrimitive

Soit f : I → E une fonction continue. On dit qu’une fonction g : I → E est une primitive de
f sur I si g est dérivable sur I et g′ = f .

Proposition 14.Proposition 14.

Soit f, g, h ∈ C(I, E). Si g et sont des primitives de f sur I, alors g − h est une fonction
constante sur I.

Théorème 2.Théorème 2. gThéorème fondamental de l’AnalyseThéorème fondamental de l’Analyse

Soit f ∈ C(I, E) et t0 ∈ I.
i) L’application g : I → E définie par :

g : t 7→
∫ t

t0

g(x)dx

est l’unique primitive de f qui s’annule en t0.
ii) Pour toute primitive F de f sur I, on a, pour a, b ∈ I :∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a).

c. Inégalité des accroissements finis
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Théorème 3.Théorème 3. gInégalités des accroissements finisInégalités des accroissements finis

Soit f ∈ C(I, E) une fonction de classe C1 sur I̊. S’il existe M ≥ 0 tel que, pour tout t ∈ I̊,

‖f ′(t)‖ ≤ M

alors, pour tout a, b ∈ I, on a :

‖f(b)− f(a)‖ ≤ M(b− a).

Démonstration.

On suppose qu’il existe M ≥ 0 tel que, pour tout t ∈ I̊, ‖f ′(t)‖ ≤ M .
— Cas particulier : a, b ∈ I̊. Alors f ∈ C1([a, b], E) donc, d’après le théorème fondamental

de l’Analyse

‖f(b)− f(a)‖ = ‖
∫ b

a

f ′(t)dt‖ ≤
∫ b

a

‖f ′(t)‖dt ≤ M(b− a).

— Cas général : a, b ∈ I. Soit x, y ∈ I̊. D’après le cas précédent, on a :

‖f(y)− f(x)‖ =≤ M(y − x).

Et donc en passant à la limite quand x → a puis quand y → b, on obtient le résultat.

d. Exercices de révision

Exercice 5.Exercice 5.

Déterminer une primitive pour chacune des fonctions suivantes :

t 7→ t3 + t2 − 1

t2 + 2t+ 2
t 7→ 1

1 + t3
t 7→

(
2t√
1− t4

, et cos(t)
)
.

Correction.

1. La fonction t 7→ t2 + 2t+ 2 ne s’annule pas sur R et on a, par division euclidienne :

t3 + t2 − 1 = (t2 + 2t+ 2)(t− 1) + 1

donc
t3 + t2 − 1

t2 + 2t+ 2
=

(t2 + 2t+ 2)(t− 1) + 1

t2 + 2t+ 2
= t− 1 +

1

t2 + 2t+ 2

et de plus, t2 + 2t+ 2 = 1 + (t+ 1)2, donc :∫
1

t2 + 2t+ 2
dt =

∫
1

1 + (t+ 1)2
dt = arctan(t+ 1)
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Par suite, ∫
t3 + t2 − 1

t2 + 2t+ 2
dt =

t2

2
− t+ arctan(t+ 1) + constante.
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Formules de Taylor
Partie CPartie C

Dans cette partie, n désigne un entier naturel.

1. Formule de Taylor avec reste intégrale

Théorème 4.Théorème 4. gFormule de Taylor avec reste intégraleFormule de Taylor avec reste intégrale

Soit f ∈ Cn+1(I, E). Pour a, b ∈ I, on a :

f(b) =

n∑
i=0

f (i)(a)

i!
(b− a)i +Rn,

où
Rn =

∫ b

a

f (n+1)(t)

n!
(b− t)ndt.

Exercice 6.Exercice 6.

Montrer que le reste Rn peut s’écrire :

Rn = (b− a)n+1

∫ 1

0

f (n+1)(a+ t(b− a))

n!
(1− t)ndt.

2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théorème 5.Théorème 5. gInégalité de Taylor-LagrangeInégalité de Taylor-Lagrange

Soit f ∈ Cn+1(I, E). S’il existe M ≥ 0 tel que, pour tout t ∈ I, ‖f (n+1)(t)‖ ≤ M , alors, pour
tous a, b ∈ I, on a :

‖f(b)−
n∑

i=0

f (i)(a)

i!
(b− a)i‖ ≤ M

|b− a|n+1

(n+ 1)!
.

3. Formule de Taylor-Young
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Théorème 6.Théorème 6. gFormule de Taylor-YoungFormule de Taylor-Young

Soit f ∈ Cn(I, E) et x0 ∈ I. Alors on a :

f(x) =

n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i + o((x− x0)
n).
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