Chapitre V

Topologie des espaces vectoriels normeés
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Partie A

Topologie d'un espace vectoriel normé

Dans cette partie, (E, || -||) désigne un espace vectoriel normé sur K = R ou C.

1. Ouverts

a. Définition et propriétés

Définition 1.| Partie ouverte

Soit U une partie de E. On dit que U est un ouvert ou une partie ouverte de (E,| - ||) si
pour tout z € U, il existe un réel » > 0 tel que By(z,r) C U.

Remarque 1.
N

On peut remplacer la boule fermée Bf(x,r) par la boule ouverte B(z,r) dans la définition.

Exercice 1.

1. Montrer ’équivalence entre la définition utilisant des boules fermées et celle utilisant des
boules ouvertes.

2. Ecrire la définition de partie ouverte avec des quantificateurs et en traduisant I’inclusion
de By(z,r) dans U.



1. 11 suffit de remarquer que pour tout r > 0, B(x,r) C By(x,r) et By(z,5) C B(xz,r).

2. U est ouvert si, et seulement si :

VeeU Ir>0,YWeE, |lz—y|<r=yel.

On justifie ici la terminologie de boule ouverte employée dans ce chapitre.

Proposition 1.

Une boule ouverte est un ouvert de FE.

r < R—d(zg, x)

By(a.r)

B(‘IO!R)

On considére une boule ouverte B := B(xg, R) de centre zg € E et de rayon R > 0. Soit x € B.
Alors r = £(R — d(zg,z)) > 0 et on a, pour tout y € By(z,7),

d(y,l‘o) S d(ya 217) + d(l’,l‘o) <r+ d(IEo,IE) <R.

Par suite By(x,r) C B. Donc B est un ouvert de E. O

Exemple 1.

— L’espace E et ’ensemble vide () sont des ouverts de E.

— Le sous-ensemble A = {(a,b) | @ < 3} de R? muni de la norme deux est un ouvert.



Exercice 2.

1. Montrer I'affirmation de I’exemple précédent.
2. Soit a,b € R. Que dire de l'intervalle ]a, b[ dans R muni de la valeur absolue ? dans C muni
du module ?

3. Montrer que dans C([0,1],R) muni de la norme infinie (i.e. la norme de la convergence
uniforme), le sous-ensemble des fonctions strictement positives est un ouvert de E.

4. Montrer que dans F,(R,R) muni de la norme infinie, le sous-ensemble des fonctions stric-
tement positives n’est pas ouvert.

1. Soit M = (z,y) € A. Alors « < 3. On note r = (3 — ) > 0.
Soit M’ = (u,v) € By(M,r). Alors on a :

r>dM,M)=/(z—u)?+(y—v)?2>|r—u>u—z

101 1
Or, comme r = 5(3 —2) < 3 —x,ona:
o= oto— -
u<r+z<--—z+zr=-<
— 3 3’

d’ot M’ = (u,v) € A.
Donc B¢(M,r) C A.
Il en résulte que A est un ouvert de R? muni de la norme euclidienne.

2. L'intervalle ]a, b[ est un ouvert de R car ]a,b[= B(*E2, 5%) (ou alors voire la proposition

suivante) mais ce n’est pas un ouvert de C : en effet, pour x €]a, b et pour tout r > 0, on
a x +ir ¢la,b] et  +ir € By(z,r) donc, pour tout » > 0, By(x,r) ]a,b[; d’ou |a, b n’est
pas un ouvert de C.

3. On note U le sous-ensemble en question.
Soit f € U. la fonction f est continue sur le segment [0, 1] donc elle y est bornée et y atteint
ses bornes. Notons m son minimum sur [0, 1].

Alors By(f, %) C U. En effet, si g € By(f, %), alors, pour tout = € [0, 1],

f(@) = 9(@) < lg(a) = f@] < |If =gl < 5



Ainsi, on a :

g(z) > f(z) — % > f(z) —m > 0.

Donc g est strictement positive sur [0, 1].

Il en résulte que U est un ouvert de C([0,1],R) muni de la norme infinie.

4. Notons X le sous-ensemble en question et considérons f : ¢ — e~t*. Comme f tend vers 0
en oo, pour tout 7 > 0, on pourra trouver une fonction dans B(f,r) dont le graphe passe
en dessous de I'axe des abscisses pour [t| assez grand ; X ne peut donc pas étre ouvert.

Plus précisément, étant donné r > 0, exhibons une fonction g € Bf(f,r) qui n’est pas dans

—1 ir<l1
On note M = n(r) ST r=
0 sir>1

Alors, pour |t| > M, par stricte décroissance de la fonction f sur R :

0<0 sir<l1
1—7r<0 sir>1"

f(t)—fzf(lt)—r<f(M)—r:e—M2_T:{

Donc la fonction g : R — R, définie, pour ¢t € R, par g(t) = f(t) — r appartient & la boule
By(f,r) car || f —glloo = 7 et n’est pas strictement positive car, d’apres ce qui précéde, pour
tout [t| > M, g(t) < 0. Dou g ¢ X.

Proposition 2.

Les intervalles ouverts de R sont des ouverts de (R, |- |).

Soit I =]a,b[ un intervalle ouvert de R avec —oco < a < b < +o00. Soit z € I. On note r =
min(z — a,b — x,1) avec la convention x —a = 400 si a = —c0 et b — & = 400 si b = +00. Alors
r>0carx >aetx <b

Montrons que By(z,r) C I. On a :

Bi(z,r)={yeR||ly—z|<r} =[x —rz+r].

Or,z—r>z—(x—a)=aetz+r <z+(b—x)=> (avec les conventions adéquates en cas
d’infinis), donc :
By(z,r) =[x —r,x + 1] Cla, b= 1I.
Il en résulte que I est un ouvert.
Remarque : si a,b ne sont pas infinis, on peut utiliser la proposition 1 pour conclure car, dans ce

cas, |a, b= B(%tb b=a) O

2 7 2




Proposition 3.

— La réunion d’une famille quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.
— L’intersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert.

— Soit (U;)er une famille quelconque d’ouverts de E. Notons U = UZ-e 1 Us.

Pour tout z € U, il existe i € I tel que z € U;. Ainsi, comme U; est ouvert, il existe r > 0
tel que By(z,r) C U; C U. Par suite, U est un ouvert.

— Soit Uy, ..., U, des ouverts de E. On note U = ﬂ?:1 Ui.

Soit x € U. Alors, pour tout 1 < ¢ < n, z € U; qui est un ouvert, donc il existe r; > 0 tel
que By(z,r;) C U;.
On pose r = min(ry, ..., ). Alors r > 0 et pour tout ¢ € [1,n],

By (z,r) C By(z,r;) CU;.

Il en résulte que By (z,r) C U. Donc U est un ouvert.

Exercice 3.

Montrer que Pensemble S = {x € R | sin(x) # 0} est une ouvert de (R, |- ).

Pour z € R, on a sin(z) = 0 si, et seulement si, x € 7Z, donc :

S = m Jkm, (k + 1)x[.

keZ
Ainsi, S est une réunion d’intervalles ouverts qui sont des ouverts de R (Proposition 2), donc S
est un ouvert de R d’apres la proposition 3.

Remarque : on verra une deuxieme facon de montrer ce résultat dans la suite en utilisant la
continuité de la fonction sin et le fait que R* est un ouvert de R.

Exercice 4.

Montrer qu’en général, une intersection quelconque d’ouverts n’est pas un ouvert.

11
L’intersection de la famille (}—, — {) est égale au singleton {0} (& démontrer par le
W w neN*

lecteur) qui n’est pas un ouvert de R.



b. Ouverts d’un espace produit

Proposition 4.

Soit k € N*, (Eq, N1), ..., (Ex, Ni) des espaces vectoriels normés. On considére E = Hle E;
muni de la norme produit || - ||. Soit Uy C Ejy,...,Ux C F.
Si, pour tout 1 < i < k, U; est un ouvert de F;, alors Uy X ... X Uy est un ouvert de F.

On suppose que pour tout 1 < i < k, U; est un ouvert de E;. Soit x = (z1,...,xx) € E. Alors
pour tout 1 <17 <k, il existe r; > 0 tel que B}V (z4,7;) C U; car U; est ouvert.

On note r = min(ry, ...,rg). Soit y = (y1,...,yx) € Bll'”(x,r). Alors on a :

r2 |y —al = max (Ni(yi —:))-

Par suite, pour tout 1 < ¢ <k, N;(y; —z;) <r <r; et donc y; € BJ](V" (zi,7;) C U;.

Il en résulte que y € Uy % ... x Ug. D’ou Bj‘l“l(x,r) C Hle U;.
Donc U; X ... x Uy est un ouvert de £ muni de la norme produit. ]




2. Fermés

Définition 2.| Fermé

Soit F' une partie de E. On dit que F' est un fermé ou une partie fermée de (E, || - ||) si son
complémentaire F'° est un ouvert de FE.

Exemple 2.
———

— L’espace E et I’ensemble vide @) sont des fermés de E.

— Le sous-ensemble B = {(a,b) | @ > £} de R? muni de la norme deux est un fermé.

Proposition 5.)

Une boule fermée est un fermé de E.

r<d{xg,z) — R




On considére une boule fermée F' := Bj(xo, R) de centre zyp € E et de rayon R > 0.
Soit x € F¢i.e. x ¢ F. Alors r = 2(d(z¢,2) — R) > 0 et on a, pour tout y € By(x,r), dapres la

2
seconde inégalité triangulaire :
d(y, x0) = |d(y, =) — d(x,z0)| = d(x, x0) — d(y, ) = d(x,z0) =7 > R

car d(y,z) <r < d(zg,x) — R.
Ainsi y ¢ F. Par suite, By(z,r) C F°.
Donc F€ est un ouvert de E.

Il en résulte que F' est un fermé de E. O

Proposition 6.

Les intervalles fermés de R sont des fermés de (R, |- ).

Soit I un intervalle fermé de R. On a alors quatre cas :
— I =] — 00,b] avec b € R. Alors I¢ =]b, +00[ qui est un intervalle ouvert de R et donc un
ouvert de R. Par suite, I est un fermé de R.

— I = [a,+oo[ avec a € R. Alors I° =] — 00, a[ qui est un intervalle ouvert de R et donc un
ouvert de R. Par suite, I est un fermé de R.

— I =] — 00,400[. Alors I = R est un fermé de R (voire exemple 2).

— I =|a,b] avec a,b € R et a < b. Alors I = Bf(“T'H’, I’_T“) qui est une fermé de R d’apres la

proposition 5. On pouvait également voir que le complémentaire de I est l'union de deuz
intervalles ouverts pour conclure.

Dans tous les cas, I est un fermé de R. ]

Proposition 7.

— L’intersection d’une famille quelconque de fermés de E est un fermé de E.
— La réunion d’une famille finie de fermés de E est un fermé de E.

On utilise les propriétés du passage au complémentaire :
— Soit (F});er une famille quelconque de fermés et F' =
Alors on a :

ier i I’intersection de cette famille.

Fe= (ﬂ F) = J .

icl il
Or chaque FY est ouvert car F; est fermé, donc d’apres la proposition 3, F'¢ est ouvert

comme réunion quelconque d’ouverts.
Par suite, F' est fermé.

— On raisonne de maniére analogue en remarquant que pour n € N* et des ensembles
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i=1
O
Remarque 2.
Montrer qu’en général, une réunion quelconque de fermés n’est pas fermée.
- . ) 1 1 . .
On peut considérer par exemple la famille de fermés | |—,1 — — . Son intersection est
n n neN*

égale a lintervalle | — 1, 1] (preuve laissée au lecteur) qui n’est pas un fermé de R.

Exercice 5.

Montrer que les ensembles suivants sont des fermés :

. Un singleton.
. Une sphere.
. N (dans R).
. R (dans C).

- W NN

— On consideére le singleton {z¢} dans E. Soit x € E \ {zo}, et r = d(x,x0) > 0. Alors pour
tout y € By(w, 5), d(wo,y) > d(xo,x) — d(z,y) > § > 0. Donc y € E \ {zo}. Par suite
{zo} est fermé.

— Soit S(xg,r) une spheére de E. Alors on a :
S(zo,7) = By(z0,7) \ B(x0,7) = Bf(20,7) N (B(0,7))° "

Par suite, S(x,7) est fermé comme intersection de fermés.

— Soit ¢ N. On note 7 = min(z — E(z), E(x) + 1 —x) > 0. Alors By(z, §) C R. Donc N°
est un ouvert de R. Par suite, N est un fermé de R.

— Soit z ¢ R. On note r = |Im(z)| > 0. Alors Bf(z,5) C C. Donc R® est un ouvert de C.
Par suite, R est un fermé de C.

Exercice 6.

Soit F' une partie fermée de F et x € E. Montrer que si « ¢ F, alors d(z, F) > 0.

10



Correction.

L’élément x appartient a F¢ qui est ouvert, donc il existe 7 > 0 tel que By(x,r) C F°. Par suite,
pour tout y € F, y ¢ By(x,r) d’ou d(z,y) > r. Par suite,

d(z,F)>r>0.

3. Voisinages

,‘Déﬁnition 3. Voisinage

Soit g € F et V une partie de E. On dit que V est un voisinage de z s’il existe un réel r > 0
tel que :

B(zg,r) C V.

On note V(zo) 'ensemble des voisinages de .

Remarque 3.
-~

On peut remplacer la boule ouverte B(zg, ) par la boule fermée By (zg,r) dans la définition.

Exercice 7.
Namsitstehuishd i/

1. Montrer I’équivalence entre la définition utilisant des boules ouvertes et celle utilisant des
boules fermées.

2. Ecrire la définition de voisinage de o avec des quantificateurs et en traduisant I'inclusion
de B(zg,r) dans V.

11



1. 11 suffit de remarquer que, pour tout réel r > 0, B(xo,7) C Bjy(xo,7) et By(zo,5) C
B(Hj‘o,’/‘).

2. V est un voisinage de z si, et seulement si :

Ir>0,Vz€E, |[t—ao|| <r=z€V.

Proposition 8.

Soit U une partie de E. Alors U est ouvert si, et seulement si, U est un voisinage de chacun de
ses points.

e (=). On suppose U ouvert. Soit z € U. Comme U est ouvert, il existe » > 0 tel que
By(z,r) C U. Donc a fortiori, B(xz,r) C U. Donc U est un voisinage de x.

e («<). On suppose que U est un voisinage de chacun de ses points. Soit € U. Comme U
est un voisinage de x, alors il existe r > 0 tel que B(x,r) C U. Par suite, By(z,5) C U.
Donc U est ouvert.

O

Exercice 8.

Soit V C E et xg € E. Montrer que V est un voisinage de xg si, et seulement si, il existe U un
ouvert tel que xg e U et U C V.

e (=). On suppose V € V(zg). Alors il existe un réel r» > 0 tel que 'ouvert B(zg,r) est
inclus dans V.

e (<). On suppose qu'il U C V avec g € U. Alors il existe un réel r > 0 tel que :
B(zo,7) C Bf(zo,7) CU CV,

donc V est un voisinage de xg.

Proposition 9.

Soit g € E.
— L’intersection d’une famille finie de voisinages de zy est un voisinage de zg.
— Tout ensemble contenant un voisinage de xy est un voisinage de xg.
— La réunion d’une famille quelconque de voisinages de x( est un voisinage de xg.

12



Démonstration.

— Arguments similaires a ceux de la démonstration de la proposition 3.

— Soit A C E et V un voisinage de xg tel que V' C A. Alors il existe un réel » > 0 tel
que By(xg,7) C V. Ainsi, par transitivité de 'inclusion, Bf(xg,r) C A, donc A est un
voisinage de xg.

— On utilise le point précédent : une réunion de voisinages de x( contient chacun des voisi-

nages en question, c’est donc un voisinage de xz.
O

4. Intérieur

A Définition 4.| Point intérieur et intérieur d’une partie

Soit A C E.

Soit z € E. On dit que z est un point intérieur & A si A est un voisinage de x i.e. 8'il existe
r > 0 tel que B(z,r) C A.

On appelle intérieur de A I'ensemble noté A des points intérieurs a A.

Remarque 4.
-~

— Si x est un point intérieur a A, alors z € A d’apres la définition. Donc AcA.
— Si A, B sont des parties de E avec A C B, alors A C B. La réciproque est fausse.

Exemple 3.
——

o
—

— Soit a,b € R. Alors [a, b] =]a, b].
— Soit A= {(a,b)|a> 1} CR2 Alors A = {(a,b) | a > 1}.

Proposition 10.)

Soit A C E.
— A est le plus grand ouvert inclus dans A.

— A est ouvert si, et seulement si, A = A.

13



Démonstration.

— Soit U un ouvert inclus dans A. Alors tout point de U est intérieur a A car pour tout
z € U, il existe r > 0 tel que z € B(z,r) C By(z,r) C U C A. Donc U C A. 1l reste &
prouver que A est ouvert.

Soit z € A. Alors il existe r > 0 tel que B(xz,r) € A. Or B(x,r) est un ouvert, donc,
d’aprés ce qui précede, B(x,r) C fi; par suite A est ouvert.
Il en résulte que A est le plus grand ouvert contenu dans A.

— Si A est ouvert, alors A C A d’apres ce qui précede. Réciproquement, toujours d’apres ce
qui précede, A est ouvert, donc A est ouvert.

O

5. Adhérence

a. Définition et premiers exemples

ADéﬁnition 5. Point adhérent et adhérence d’une partie

Soit A C E.

Soit & € E. On dit que z est un point adhérent & A si, pour tout réel r > 0,

B(z,r)NA#0.

On appelle adhérence de A I’ensemble noté A des points adhérents & A.

(PI‘OPOSitiOIl 11-) Caractérisation des points adhérents en terme de voisinage

Soit ACFEetaxeFE.

Le point x appartient & A si, et seulement si, pour tout voisinage V de x,

VNA#D.

Démonstration.

= On suppose & € A. Soit V un voisinage de x. Alors il existe un réel r > 0 tel que
B(z,r)C V.
Or, comme = € A, on a :
VNADB(z,r)NA#0,

14



d’ott VN # 0.
< On suppose que, pour tout voisinage V de x, on a VN A # (). Pour tout réel r > 0, la boule

B(x,7) est un voisinage de x, donc, par hypotheése, on a B(x,r)N A # (. Dot x € A.
O

Remarque 5.

— Pour tout A C E, A C A. o
— Si A, B sont des parties de E avec A C B, alors A C B. La réciproque est fausse.

Exemple 4.

— Soit a,b € R. Alors Ja, b[ = [a, b].
— Soit A= {(a,b) |a> 3} CR? Alors A= {(a,b) |a > 1}.

b. Propriétés de ’adhérence

Proposition 12.

Soit A C E une partie non vide et z € E. On a :

x € A si, et seulement si, d(x, A) = 0.

e (=). On suppose x € A.
Alors, pour tout réel r > 0, B(z,r) N A # 0. Par suite, pour tout r > 0, il existe a € A tel
que d(z, A) < d(z,a) < r. Donc d(z, A) = 0.
e («). On suppose d(z, A) = 0.
Alors, pour tout réel r > 0, il existe a € A tel que d(x,a) < r. Donc a € B(z,r) N A. D’ou
B(x,7) N A non vide. Par suite z € A.
O

Proposition 13.

Soit A C E. Alors :

15



— Prouvons (Z)C = 1/4\0 par double inclusion.
Soit x € (Z)C. Comme = ¢ A, alors il existe un réel r > 0 tel que B(z,7) N A = () donc
B(xz,r) C A°. Par suite x € ;1\5 D’ou (Z)C C Z{\C
Soit x € 1/4\0 Alors il existe un réel r > 0 tel que B(x,r) C A%, d’ot B(z,r) N A = (. Par
suite, z ¢ A ie. = € (Z)C. D’ou :4\‘3 C (Z)c.
D’otu 1égalité de ces deux ensembles.

o

— On passe au complémentaire dans 1’égalité (Z)c = Ac .

- (@) - (&)

— On pose B = A°. Alors, en appliquant la premiere égalité a 'ensemble B, on obtient, en
remarquant que B¢ = A :

C

i=B=(B) = ()"

Proposition 14.

Soit A C E.
— A est le plus petit fermé contenant A.

— A est fermé si, et seulement si, A = A.

o c
— D’apres la proposition 13, on a A = <AC> .

Or, comme ’ensemble j/él\ciest le plus grand ouvert contenu dans A¢ d’apres la proposition
10 ; son complémentaire A est un fermé contenant A et c’est le plus petit d’entre eux. En
effet, pour cette derniére affirmation si B est un fermé contenant A, alors B¢ est un ouvert

contenu dans A° et donc B® C A¢ = (A)e d'ott A C B.

— A est fermé si, et seulement si, A° est ouvert si, et seulement si Ac = Ac si, et seulement
o C
si, en utilisant la proposition 13, A = (AC> = (A%)° = A.
O

Exercice 9.

Soit g € E et R un réel strictement positif.
1. Montrer que, pour tout = € S(zg, R),  est un point adhérent & B(zo, R).
2. En déduire 'adhérence B(zg, R) de la boule ouverte B(zg, R).

16



Correction.

Si E = {0g}, la question 1. est triviale car S(x¢, R) est vide et pour la question 2. B(zg, R) =
{05}
On se place donc dans le cas ot E # {0g} (ce qui implique S(zo, R) non vide) pour cet exercice.
On pose B = B(zg, R) et S = S(x¢, R).
1. Soit z € S. Alors = # x( et on pose u = ﬁ = #77® (FAIRE UN DESSIN). Pour tout
réel r tel que 0 < r < R, on a, pour x,, =  — ru : d’une part, d(z, z,) = r; et d’autre part,

Tr — X9
R

d(xr,z0) = ||t — 20 — T =[[(R—r)ul|=R—-r<R,

d’ou z, € B.

Par suite, pour tout réel r tel que 0 < r < R, on a :
d(z,B) <d(z,z,) <r
et donc d(x, B) = 0 ce qui implique, par la proposition 12, z € B.

2. On conjecture tout d’abord, en pensant a la patate a laquelle on rajoute les épluchures, que
B = By(zo, R)(= By dans la suite). Montrons cela par double inclusion :
C : On a By est un fermé contenant B et B est le plus petit fermé contenant B donc
BCB.

D: OnaBy=BUS.Or BC B et, dapres la question 1, S C B donc :
Bf =BUSC B.
Il en résulte que By = B.

Conclusion : 'adhérence d’une boule ouverte est la boule fermée.

6. Frontiéere

,(Déﬁnition 6. Frontiére d’une partie

Soit A C E.
On appelle frontiére de A I’ensemble noté Fr(A) (ou dA) défini par :

Fr(A) = A~ A.
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Exemple 5.

— La frontiere de [a, b[ est la paire {a, b}.
— La frontiere de A = {(a,b) | @ < £} dans R? muni de la norme euclidienne, est ’'ensemble

Fr(A) = {(a,b) | a = 1}.

Exercice 10.

Soit A C E. o
— Montrer que Fr(A4) = An Ac.
— Montrer que A U Fr(A) U (A)° = E et que les intersections deux & deux de ces trois
ensembles sont vides. (On dira que ces trois ensembles forment une partition de E).

— Ona A¢ = (A)C Or

d’ot le résultat.
— Comme A C A, la relation Fr(A) = A~ A assure que A et Fr(A) forment une partition
de A. Le résultat découle immédiatement de cette remarque.

7. Caractérisation séquentielle des fermés

a. Caractérisation séquentielle des points adhérents.

Proposition 15.| Caractérisation séquentielle des points adhérents
Soit AC EetzeFE.

L’élément = appartient & A si, et seulement si, il existe une suite a valeurs dans A qui converge

vers r.
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Démonstration.

e (=). On suppose x € A. Alors, pour tout n € N, il existe
1
an, € B(z, 2—n) NA.
On a donc construit une suite (a,) & valeurs dans A qui converge vers z ; en effet :

1
ol < —
||G,n 33” — 2" nooo

e (<). On suppose qu’il existe une suite (a,) & valeurs dans A qui converge vers z. Soit
r > 0. Montrons que B(z,r) N A # (. Comme (a,) tend vers z, il existe N € N tel que

lany — x| < 7.

Par suite, ay € B(z,r) N A.

Exercice 11.

Montrer que I'adhérence d’un sous-espace vectoriel est aussi un sous-espace vectoriel.

Correction.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrons que F est une sous-espace vectoriel de E.
— F est non vide. En effet 0 € F C F.

— Soit z,y € F et A\, u € K. On cherche & montrer que Az + uy € F.
Comme z,y sont des points adhérents a F', d’apres la proposition 15, il existe des suites

(1), (yn) & valeurs dans F tels que z,, —— x et y, —— .
n— oo n—oo
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Par suite, on a, pour tout n € N, Az, + py, € F, et

| Azr + pyn — Az + py) || = A (@n —2) + plyn — )| < (A l2n — ||+l |lyn — yl| —— 0.
——— —— N
/O /O

Donc la suite (A:En + pyn) & valeurs dans F' converge vers Az + py. D’apres la proposition
15, Ax + py € F. 1l en résulte que F' est un sous-espace vectoriel de E.

b. Caractérisation séquentielle des fermés.

Théoréme 1. Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A C E.
La partie A est fermée si, et seulement si, la limite de toute suite convergente a valeurs dans A
appartient a A.

Démonstration.

e (=). On suppose A fermée. Soit (a,) une suite a valeurs dans A qui converge vers [ € E.
D’aprés la caractérisation des points adhérents, [ appartient & A. Or A est fermée donc
le A=A

e (<). On suppose que la limite de toute suite convergente a valeurs dans A appartient a
A. Montrons que A C A.

Soit € A. D’apreés la caractérisation séquentielle des points adhérents, il existe une suite
a valeurs dans A qui converge vers x. Par hypothése z = lima,, € A. Par suite, A C A.

L’inclusion réciproque étant triviale, on a A = A. Par suite A est fermée.
O

8. Densité

Définition 7. Densité

Soit A une partie de E. On dit qu'une partie D de A est dense dans A si A C D.
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Proposition 16.

Soit A C E et D C A. On a équivalence entre :
i) D est dense dans A;

ii) pour tout a € A et pour tout r > 0, il existe z € D tel que ||z —al| < 7;

iii) pour tout a € A, il existe une suite d’éléments de D qui converge vers a.

les propriétés ii) et iii) sont simplement des reformulations de la densité de D dans A. O

Exemple 6.

— L’ensemble R* est dense dans R.
— L’intervalle ]a, b| est dense dans [a, b].

Exercice 12.

Montrer que :
1. Les ensembles Q et R \. Q sont denses dans R.

2. Soit n € N. L’ensemble GL, (K) des matrices inversibles est dense dans M,,(K) pour la

norme infinie. (On verra dans la suite que ceci est vrai pour toutes les normes sur My, (K)).

Indication : On admettra que, pour M € M,,(R), I'application x,, : t — det(¢t, — M) est
une fonction polynomiale de degré exactement n. (Nous montrerons ce résultat au chapitre TV

sur la réduction de matrices)

— Premiérement, montrons la densité de Q dans R. Soit « € R. Exhibons une suite (uy, )nen-
de rationnels qui converge vers x.
Voici un exemple classique d’une telle suite : pour n € N*, on pose

Par les propriétés de la partie entiére, on a, pour ¢ =1,...,n :

ir — 1< E(iz) < iz,

d’oll en sommant ces inégalités de i = 1 a n, puis en multipliant par %, on obtient :
n+1 1 n+1
r—— < U, < T
n n

(On rappelle que Y. ;i = %)

Or 2ty — L get 2tly — 5 o; donc d’apres le théoréme des gendarmes, (uy,)
n n—o0
converge vers .
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De plus, il est clair que pour tout n € N*, u,, € Q. Il en résulte que Q est dense dans R.

Nous allons utiliser le résultat précédent pour montrer la densité de R ~ Q dans R.

Soit x € R. Montrons qu’il existe une suite d’irrationnels qui converge vers x.

Premiere remarque : si y € R est irrationnel, pour tous rationnels r,s # 0, r + sy aussi.
Prenons un irrationnel au hasard, disons v/2 (exercice : montrer que v3 est irrationnet1). Alors d’apres
la densité de Q dans R, il existe une suite (u,) de rationnels qui converge vers . Posons,

pour n € N*,
V2
Up = Up + —.
n
Alors d’apres la remarque initial, la suite (v, ) est & valeurs dans R\ Q, et on a :

lim v, = x.
n—o0

Par suite, R \. Q est dense dans R.

— Soit n € N*. Soit M € M, (K). Montrons qu’il existe une suite & valeurs dans GL,,(K)
qui converge vers M.
On définit la suite (My)ren & valeurs dans M, (R) telle que, pour k € N :

1

I,.

Comme l'application x,, est une fonction polynomiale de degré n, alors elle s’annule au
plus n fois sur R. Par suite, a partir d’un certain rang N € N, on a, pour tout k& > N,

det(My) = x,,(27F) # 0.
On pose alors, pour k € N,
My, = Myyn

Alors (M])ren est une suite & valeurs dans GL,,(K) et on a, pour tout k € N :

IM = Mi|loo = 27 V|| In[loo = 27% —= 0.
k—o0

Par suite, (M],) converge vers M. Il en résulte que GL,,(K) est dense dans M,,(K).

9. Ouverts, fermés et voisinages relatifs

Définition 8. Ouvert relatif, fermé relatif et voisinage relatif

Soit A C E.
— Soit U € E. On dit que U est un ouvert relatif de A s’il existe un ouvert U’ de E tel
que U =U'NA.

— Soit F' C E. On dit que F est un fermé relatif de A s’il existe un fermé F’ de E tel
que F'=F'NnA.

— Soit g € E et V C E. On dit que V est un voisinage de x( relatif de A s’il existe un
voisinage V' de zg dans F tel que V = V' N A.
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Remarque 6.

Si A = E, les notions relatives coincident avec les définitions déja vues d’ouverts, de fermés et
de voisinages.

Mais si A est strictement inclus dans F, les ouverts, fermés et voisinages relatifs ne sont, en
général, pas des ouverts, des fermés et des voisinages de E respectivement.

Exercice 13.

1. — Dans R, montrer que |0, 1] est un ouvert relatif de [—1, 1]. Que remarque-t-on ?

— Donner un exemple de fermé relatif qui n’est pas fermé dans R et un exemple de
voisinage relatif qui n’est pas un voisinage dans C.

2. Soit A C E. Montrer que A est un ouvert relatif de A et un fermé relatif de A.

1. — On a ]0,1] =]0, +oo[N[—1, 1]. Donc ]0,1] est un ouvert relatif de [—1,1]. On a donc un
exemple d’ouvert relatif qui n’est pas un ouvert de ’espace sous-jacent.

— On peut prendre par exemple, dans R, [0, 1[ qui n’est pas fermé mais qui est un fermé
relatif de | — 1, 1[.

Pour le deuxiéme exemple, dans C, on peut considérer [—1, 1] qui n’est pas un voisinage
de 0 dans C mais qui est un voisinage de 0 relatif de R (en effet, [-1,1] = DN R ou
D= {z € C||z| <1} qui est bien un voisinage de 0 dans C).

2. Ona A=FENAet E est ala fois un ouvert de E et un fermé de E. D’ou le résultat.

10. Topologie et comparaison de normes

Proposition 17.

Soit Ny,N» des normes sur E. On suppose que N; est dominée par Ny. Alors un ouvert (resp.
un fermé, resp. un voisinage d’un point z¢ € F) pour la norme N; est un ouvert pour la norme
Ny (resp. un fermé, resp. un voisinage de xg).

On suppose que N7 est dominée par Ns. Soit U un ouvert de E pour Nj. Alors pour tout z € U,
il existe r > 0 tel que B;Vl (z,7) C U. Or d’apres la proposition précédente, toute boule de Ny
contient une boule de N5 ; donc pour tout z € U, il existe r, R > 0, tels que

B]]c\f2 (z,R) C B}Vl (x,r) C U.

Par suite U est ouvert pour la norme Ny. En utilisant les caractérisations de fermé et de voisinage

en terme d’ouvert, on obtient le résultat grace au raisonnement précédent. O
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Théoréme 2.) Conservation des ouverts, fermés et voisinages

Soit N1,No des normes sur E. On suppose que N7 et Ny sont équivalentes.

Une partie est un ouvert (resp. un fermé, resp. un voisinage d’un point o € E) pour la norme Ny
si, et seulement si, elle est un ouvert pour la norme Ns (resp. un fermé, resp. un voisinage de zo).

Démonstration.

On applique la proposition 17 pour N7 dominée par Ny puis pour Ny dominée par Nj. O
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Partie B

Limites et continuité

Dans toute cette partie, (F, || -||g) et (F,| - | r) désignent deux espaces vectoriels normés sur K = R ou
C. On suppose que E est de dimension non nulle.

Quand on considérera une partie A incluse dans F, on supposera toujours - sans le dire - que A est non
vide.

1. Limite d’une application
a. Généralités

Définition 9.| Limite

Soit AC E, f: A— F une application, a € Aet £ € F.
On dit que f admet pour ¢ limite en a ou tend vers { en a si :

Ve>0,30>0,Vz €A, |z—alp <6 = ||f(x)—l|r <e.

Proposition 18.

Soit A C E, f: A — F une application, a € A et £ € F. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) f tend vers £ en a;

ii) Ve >0, 35 > 0, f(Bf(CL,(S) NA)C Bf(é,é‘);

iii) pour tout voisinage V de ¢ dans F, il existe un voisinage W de a dans E tel que
fWnNnA) CV.

Il s’agit simplement de reformulations de la définition. O

Proposition 19.

Soit ACE, f:A— FetacA.
Si f admet une limite en a, alors cette limite est unique.

On suppose que f tend vers [ et £/ en a. Alors, pour tout x € A, on a :

16=&llr =t = f(2)+ f(2) = lr <[ f(z) = LlF+]1f(z) = C|F.
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Soit € > 0. Alors il existe §,d > 0 tels que pour tout z € A :

|z —alle < 6= |f(z) - Lr <

DN ™

et
€
lz —alle < 8" = |lf(@) = £llr < 5
On note n = min(4, d"). Par suite, pour tout z € A tel que ||z —a||lp <7 :

&
1= Ellr =< ||f(@) = lg+|f(z) = s < 25 =e

<e/2 <e/2

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduite que ||¢ — ¢'||g = 0, et donc, d’aprés 'axiome de
séparation de || - ||g, £ = ¢'. O

Notation 1.

Soit ACE, f:A— F,ac Aet{c F.Sif admet ¢ pour limite en a, on note :

lim f(z) =¢.

r—a

b. Limites et infini

Dans la définition suivante, on se placera dans le cas ou F' = R pour considérer des limites infinies :
Définition.| Limite infinie

Soit ACE, f:A—RetacA.

— On dit que f tend vers 400 en a, et on note lim f(z) = +oo, si :
Tr—ra

VR>0,36>0,Vr €A, |xz—allg<dé= f(x)>R.

— On dit que f tend vers —oo en a, et on note lim f(z) = —oo, si :

VR>0,36>0,Vr e A, |z—allg<éd = flz)<-R.
Pour cette définition, on se place dans le cas ou A = E = R pour considérer des limites en +o0 :

Définition. | Limite en +oo

Soit f:R— FetleF
— On dit que f tend vers £ en 400, et on note lir+n fl@)y=14¢si:
r—r+00

Ve>0,3R>0,VzeR, >R = |f(z)—{|r<e.

— On dit que f tend vers £ en —oo, et on note lim f(z)=1¢, si:
Tr—r— 00

Ve>0,3R>0,VzeR, z<-R = |f(z)—{|r<e.
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On considére désormais le cas ot A n’est pas bornée et ||| — +o0 :
Définition.

Soit A C E une partie non bornée, f: A— F et £ € F.

On dit que f tend vers ¢ quand |/z|| tend vers +o0, et on note | Hlim flx)="{si:
x|| =400

Ve>0,3R>0,Vz e A, |zl|lg>R = ||f(z)—{|r <e.

c. Caractérisation séquentielle de la limite

,lThéoréme 3.) Caractérisation séquentielle de la limite

Soit ACE, f:A—F,acAetlcF.

Alors f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite (un)nen & valeurs dans A telle que

Uy — a,
n—roo

flun) —— L.

n—oo
Autrement dit, f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite (u,)nen & valeurs dans

A qui converge vers a, la suite (f(u,))nen & valeurs dans F' converge vers /.

— (=). On suppose lim,_,, f(z) = £. Soit (u,) une suite & valeurs dans A tel que u, — a.
Soit € > 0. Alors il existe § > 0 tel que pour tout x € A tel que |[|[x—allg <6, || f(x)—{||r <
€.

La suite (u,) converge vers a donc il existe un rang N € N; tel que n > N,
| — al| <96

Par suite, ||f(u,) — £||r < e.
Ceci étant vrai pour tout € > 0, il en résulte que la suite (f(u,)) converge vers /.
— («=). On procede par contraposition. On suppose que f ne tend pas vers £ en a.

Exhibons une suite (z,) a valeurs dans A qui tend vers a et telle que la suite (f(u,)) ne
tende pas vers /.

Comme f ne tend pas vers ¢ en a, alors :
Je >0,V >03x € A;||lx—allg <det|f(z)—L|r>e

Considérons ce € > 0 et soit n € N. Alors pour § = 5, il existe u,, € A avec ||u, —allg <0
et tel que || f(un) — £||F > e.

Ainsi la suite (u,) est a valeurs dans A, converge vers a mais pour tout n € N, || f(u,) —
L)l > €, donc (f(un)) ne converge pas vers /.

O

2. Propriétés des limites
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a. Opérations algébriques

Proposition 20.| FEspace vectoriel des fonctions convergentes

Soit A C E et a € A. L’ensemble des fonctions de A dans F' qui admettent une limite en a est
un espace vectoriel sur K, et ’application qui & f associe sa limite en a est linéaire.

On peut utiliser les résultats établis dans la partie sur les suites a valeurs dans un espace vectoriel
normé en appliquant la caractérisation de la limite par les suites.

Voici une preuve directe :
On note F I’ensemble des fonctions de A dans F' qui admettent une limite en a. Montrons que
c’est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel F(A, F') de toutes les fonctions de A dans F.
— L’application nulle 0 :  — 0p de A dans F' admet pour limite Oz en a. Donc 0 appartient
aF.
— Soit \,u € K et f, f' € F. On note £,¢' € F leurs limites respectives en a. Alors on a,
pour tout x € A :
[N+ 1f) (@) = M+ pl)lr = Af(@) =0+ pulf' (=) = E)lr
< Al (@) =l +lul | /(&) = £l —> 0.
Donc Af + pf’ admet une limite en a égale A\l + pf’ € F (car F est un espace vectoriel.
D’ou \f + puf’ appartient a F.
Soit L, : F — K Papplication L, : f — lim,_,, f(z). En reprenant les arguments précédents, on
obtient que pour f, f’ € F de limites respectives £,¢' € F en a :

Lo(Mf + pf") = M+ pt’ = ALo(f) + pLa(f').

Donc L, est une application linéaire de F dans K. O

Proposition 21.

Soit ACE,acA, f:A—F,o:A=>K (cFet)ckK.
Si limg_, f(x) = £ et lim,_,, p(x) = A\, alors 'application ¢.f : A — F définie par :
(p.f) 12— o(a) f(x)

admet pour limite A\ en a.

On peut utiliser un raisonnement direct ou se servir des résultats sur la convergence des suites
et la caractérisations de la limite par les suites.

Utilisons les suites :

On suppose lim,_,, f(z) =€ € F et lim,_,, p(x) = X € K. Soit (z,) une suite & valeurs dans A
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qui converge vers a. D’aprées le théoréme 3, on a f(z,) — [ et p(x,) — . Par suite, pour
n— o0 n— oo
tout n € N :

lp(@n) f(@n) = Mllr < |p(zn) = Al [f(za)lle +A [ f(@n) = Ulg —— 0.
—_——— ——— ——— —— N
—0 ’n:;_)HlHF —0

n— oo n— oo

Ceci étant vrai pour toute suite (z,) a valeurs dans A qui converge vers a, d’aprés le théoréme
3, ¢.f admet une limite en a égale a Al. O

b. Espace produit

On considere dans ce paragraphe Fy et Fh, deux espaces vectoriels normés sur K et ’espace vectoriel
F = Fy x F5 muni de la norme produit.

Proposition 22.

SoitACE,aGZ,ﬁz(ﬁl,Eg)EFl><F2 etf:(fl,fg):A—>F1><F2‘

Alors lim,_,, f(z) = ¢ si, et seulement si, lim,_,, f1(z) = {1 et lim,_,, fo(z) = £s.

Une suite u = ((ul), (u2)) & valeurs dans Fconverge vers £ si, et seulement si, (u)) converge vers

¢1 et (u2) converge vers (5.
Ainsi,

limg 4 f(x) = £;
si, et seulement si,

pour toute suite (x,) & valeurs dans A qui converge vers a, la suite u = ((f1(x4)), (f2(xn))) &
valeurs dans F' converge vers £ = ({1,03);

si, et seulement si,

pour toute suite (z,) & valeurs dans A qui converge vers a, (f1(x,)) converge vers ¢1 et (f2(x,))
converge vers (s ;

si, et seulement si,

limg ., fl(l') = {1 et lim,_,, fQ(x) = {5.

Exercice 14.

Montrer que cette proposition est vraie dans le cas ou ’on considére un produit fini £} X ... X F},
de n espaces vectoriels normés (n € N*).
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On raisonne par récurrence en utilisant la proposition précédente.

c. Limite d’une composée

Proposition 23.| Limite d’une application composée

Soit (E, | - &), (Fy|l - l7), (G, || - lg) des espaces vectoriels normés sur K; A C E, B C F;
acA,beBetled.
Soit f: A— Fetg:B— G.Si f(A) C B, lim,_,, f(x) =b et limy_,;, g(y) = ¢, alors

lim g o f(z) = ¢.

r—a

On suppose f(A) C B, lim,_,, f(z) = b et lim,_, g(y) = .

Soit (z,,) une suite & valeurs dans A qui converge vers a. Comme lim,_,, f(z) = bet lim,_,;, g(y) =
£, d’apres le théoreme 3, la suite (f(x,,) & valeurs dans B converge vers b et donc la suite (go f(x,,))
a valeurs dans G converge vers £.

Ceci étant vrai pour toute suite (z,) a valeurs dans A qui converge vers a, d’aprés le théoréme
3, lim,_,, go f(x) =¢. O

3. Applications continues

a. Continuité locale

Définition 10.| Application continue en un point

Soit ACFE,acAet f: A— F.

On dit que f est continue en a si f admet une limite en a et lim,_,, f(z) = f(a).

,lThéoréme 4.) Caractérisation séquentielle de la continuité

Soit ACFE,ac€ Aet f: A— F.

L’application f est continue en a si, et seulement si, pour toute suite (z,,) & valeurs dans A qui
converge vers a,

f(@n) —— f(a).

n—oo

On applique le théoréme 3 : lim,_,, f(x) = f(a), si, et seulement si, pour toute suite (x,) a

valeurs dans A qui converge vers a, f(x,) —— f(a). O
n—oo



b. Continuité globale

Définition 11.| Application continue

Soit ACFEet f: A— F.
On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Exercice 15.

1. Traduire cette définition avec des quantificateurs.

2. Montrer que I'application de E dans R donnée par = — ||z||g est continue sur E.

1. f est continue sur A si, et seulement si,

Va€ A, Ve>0,30>0V €A, |lz—alz = |f()-fla)lr<ec.

2. Soit @ € E. On a, pour toute suite (x,) & valeurs dans A qui converge vers a,
lim, o ||Znlle = |allg; donc lim,_,, ||z||g = |la||g. Ainsi Papplication x — ||z||g est
continue en tout point a de E donc elle est continue sur E.

Notation 2.

Soit A C E. On note C(A, F) 'ensemble des applications continues de A dans F'.

c. Propriétés des applications continues

Les propositions suivantes découlent des propriétés des limites (paragraphe 2) établies précédemment.
Proposition 24.| Combinaisons linéaires

Soit A C E. L’ensemble C(A, F) est un espace vectoriel sur K.

Proposition 25.| Continuité d’une application dans un produit

Soit A C E, F, F5 des espaces vectoriels normés et on considére F' = F; x Fy muni de la norme

produit.
Soit f = (f1, f2) une application de A dans F. Alors f est continue sur A si, et seulement si, f;
et fo sont continues sur A.
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— (=) On suppose f continue sur A. Montrons que les f; sont continues sur A.
Comme f est continue sur A, pour tout a € A et pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que
pour tout x € A,

le —alle <6 = [If(z) = fa)l| = max(]| f1(z) = fu(a)]l1; [ f2(2) = fa(a)ll2) <e.

Soit i € {1,2} et a € A. Montrons que f; est continue en a. Soit € > 0. Soit x € A. Si
|z —allp <9, ona:

I1fi(z) = fila)lli < max(|| f1(z) = fi(a)lls, [If2(2) = fa(a)ll2) = I f(2) = fla)l| <e

Donc f; est continue en a. Ceci étant vrai pour tout a € A, f; est continue sur A.

— (<) On suppose f1, f2 continues sur A. Montrons que f est continue sur A.
Pour i € {1,2}, comme f; est continue en A, pour tout a € A et pour tout € > 0, il existe
0; > 0 tel que pour tout z € A,

e —alle <6 = |fi(z) = fila)ll:) <e.

Soit a € A. Montrons que f est continue en a. Soit € > 0. On pose § = max(dq,d2). Soit
x€A Si|x—a|llp<d,ona:

1f(2) = f(a)|| = max(|| fi(2) = fi(a)ll1, || f2(z) = fala)]l2) <€

<e <e

Donc f est continue en a. Ceci étant vrai pour tout a € A, f est continue sur A.

Remarque 7.
En raisonnant par récurrence, on montre que le résultat précédent est toujours valable pour un

produit fini F} X ... X F,, de n espaces vectoriels normés (n € N*).

Proposition 26.| Composition d’applications continues

La composée de deux applications continues est continue.

Exercice 16.

1. Ecrire la proposition suivante en décrivant précisément les hypothéses.

2. Soit A C E et f: A — F une application continue. Montrer que x — || f(x)||F est une
application continue sur A
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1. Soit (E, || - |g), (E, || - |F), (G, || - |lc) des espaces vectoriels normés sur K; A C E, B C F.
Soit f: A— Fetg:B— G.Si f(A) C B, f est continue sur A et g est continue sur B
alors g o f est continue sur A.

F—R

y = llylle
2)) donc par composition, x — || f(x)||F est continue sur A.

2. f: A— F est continue sur A C F et est continue sur F' (voire exercice 15

Théoréme 5.) Continuité et densité

Soit A C E, D une partie dense dans A et f,g: A — F des applications continues sur A.
Si, pour tout = € D, f(x) = g(x) (i.e. fjp = gp) alors f = g.

On suppose que fip = g|p. Soit # € A. Comme D est dense dans 4, x4 C€ D, donc il existe
() & valeurs dans D tel que z,, — x. Par suite, on a :

0<|f(x) —g9@)llr < If (@) = fl@n)llr + | f(@n) = g(zn)llE + l9(2n) — 9(2)l|F — 0.

—0 =0 —0

Donc, par 'axiome de séparation, f(z) = g(z). O

4. Applications lipschitziennes

Définition 12.

Soit ke Ry, ACEet f:A—F.

On dit que f est k-lipschitzienne ou lipschitzienne de rapport k si, pour tous z,y € A :

I1f(z) = FW)lr < Ellz —ylls.

On dit que f est lipschitzienne s’il existe k € Ry tel que f est lipschitzienne de rapport k.

Exemple 7.

— Une norme est une application 1-lipschitzienne.

En effet, pour tous z,y € E, ||z —y||lg < ||# — y||z donc || - ||g est 1-lipschitzienne.
— Soit ((E1, || - |l1)s s (Eny |l - |ln)) des espaces vectoriels normés et E = E; X ... X E,, muni
de la norme produit. Les applications coordonnées (i = 1,...,n) :
@i - E — Ei
x=(x1,..,Tn) — Iy
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sont 1-lipschitziennes.

En effet, pour tous z = (21, ...,2,),y = (Y1,--,Yn) € E,

lpi(z) = i@l = llws = yills < max flz; —y;ll; = |l — yle-
<j<n

donc ¢; est 1-lipschitzienne.

EFE — R
T

d(z, A) est 1-lipschitzienne.

— Soit A C E. L’application
En effet, pour tous z,y € FE,
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) = ||lz — ylle

donc z +— d(x, A) est 1-lipschitzienne.

Exercice 17.

1. Montrer que x +— cos(x) est lipschitzienne.

ExE — R

est lipschitzienne ot F X E est muni de la norme
(z,y) — dz,y)

2. Montrer que
produit

1. = > cos(z) est dérivable sur R donc d’apres le théoréme des accroissements finis, pour tous
x <y, il existe ¢ €]z, y[ tel que

cos(x) — cos(y) = —sin(c)(x — y);
or |sin(¢)| < 1 donc :
| cos(z) — cos(y)| < |z —yl.
Cette inégalité étant également valable pour x = y, on obtient que cos est 1-lipschitzienne.
2. On a, pour tous (x,%), (u,v) € E? :
|d(£L'7 y) - d(“” U)| < |d(1’, y) - d(yv ’U,)‘ + |d(y7 u) - d(uv ’U)|
< d(z,u) +d(y,v)
< 2max(d(z, u), d(y,v)) = 2[|(z,y) — (1, V)|l

Donc cette application est 2-lipschitzienne.
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Remarque 8.

La notion de fonction lipschitzienne est invariante par passage a des normes équivalentes (sur
Pespace de départ ou celui d’arrivée). Par contre, la constante peut tout de méme changer.

Proposition 27.

Toute application lipschitzienne est continue.

Soit A C E et f: A— R. On suppose que f est k-lipschitzienne. Si kK = 0, f est la fonction nulle
et donc continue. Supposons k # 0.
Soit z € E et € > 0. On pose 6 = £ > 0. Alors pour tout y € E, tel que ||z —y||g < J, on a :

1f (@) = FW)llr < kllz -yl < ké =e.

Ceci étant vrai pour tout z € A et tour € > 0, f est continue sur A. O

5. Continuité et topologie

Soit AC Eet f: A— F. On suppose f continue sur A.

e Soit U un ouvert de F. L’image réciproque f~1(U) de U par f est un ouvert relatif de
A.
e Soit C un fermé de F. L’image réciproque f~1(C) de C par f est un fermé relatif de A.

On suppose f continue sur A. Soit U un ouvert de F et a € f~1(U). Comme f(a) € U et U est
un ouvert, il existe r > 0 tel que By (f(a),r) C U. Par suite, f étant continue en q, il existe § > 0
tel que f(Byf(a,d)NA) C By(f(a),r) C U. Donc

By(a,8) N A C f™(f(Bs(a,8) N A)) C f7(U).

Dot f~1(U) est un voisinage de a relatif de A. Il en résulte que f~1(U) est un voisinage relatif
de A de chacun des points de A, donc f~(U) est un ouvert relatif de A. Pour le cas fermé, on

remarque que f1(X¢) = (f1(X))¢ et utilise le fait qu'un fermé est le complémentaire d’un
ouvert. O

Proposition 28.| Réciproque du théoréme précédent

Soit AC E et f: A— F. Silimage réciproque par f de tout ouvert (resp. fermé) de F' est un
ouvert (resp. fermé) relatif de A, alors f est continue.
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On suppose que 'image réciproque par f de tout ouvert de F' est un ouvert relatif de A. Montrons
que f est continue.

Soit a € A et V un voisinage de f(a) dans F'. Alors il existe un ouvert U C V tel que f(a) € U.
Par suite, W = f~!(U) est un voisinage de a dans E. En effet, W est un ouvert car c’est 'image
réciproque d’un ouvert par f et a € W car f(a) € U.

De plus, on a f(W N A) C V; donc ceci étant vrai pour tout voisinage V' de f(a) et tout a € A,
f est continue sur A. O

Exemple 8.

— Une boule ouverte (resp. fermée) est un ouvert (resp. fermé) de E. on ravait a¢ja demontrs

directement dans la partie B.

En effet, soit g € E et r > 0.

Notons N : E — R la norme sur E. L’intervalle | — co, [ (resp. | — 0o, 7]) est un
ouvert (resp. fermé) de R et, de plus, 'application f : E — R, définie, pour tout
x € FE, par:

f(z) = N(z — x0),

est une application continue comme composée d’applications continues. Or, on a :

B(l‘o,?“) :f_l(]_OO’T[) et Bf(xO’r) :f_lG _OO’T])’

donc B(xg,r) est un ouvert de E et By(xo,r) est un fermé de E.

— L’ensemble {(z,y) |  +y > 0} est un ouvert de R? et {(z,y) | x +y = 2} est un fermé de
R2.

En effet, Papplication f : R? — R telle que f : (z,y) — 2 + y est une application
continue (pour n’importe quelle norme sur R?) - A démontrer pour votre norme
préférée. Or, on a :

{(z,y) |z +y>0=f"'(RY) et {(z,9)|z+y=2}=F""({2}).

R? étant un ouvert de R et {2} étant un fermé de R, on obtient le résultat.

Exercice 18.

Soit n € N*. Montrer que ’ensemble G L,,(K) est un ouvert de M,,(K) (muni de la norme infinie
par exemple) et que SL, (K) est un fermé de M, (K).

Soit n € N*. On a :
GL,(K) = {M € M,(K) | det(M) # 0} = det ' (K*), et
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SLn(K) = {M € My,(K) | det(M) = £1} = det™*({-1,1}).

Comme K* est un ouvert de K (réunion d’ouverts) et {—1,1} est un fermé de K (réunion finie
de fermés) ; il suffit de montrer que det : M,,(K) — K est continue pour obtenir le résultat.

Le déterminant est une fonction polynomiale de degré n a4 n? variables (les coefficients matriciels) :
en effet, on peut, soit le montrer, sans expliciter de formule, par récurrence (en utilisant le
développement par les lignes par exemple) ; soit montrer la formule suivante : pour M = (a; ;) €

M (K),
det(M) = > (o) [[ ao().»
=1

ceS,

ou S, est 'ensemble des permutations de I'ensemble {1, ...,n} et € : S,, = {—1,1} est I'application
signature.

Une fonction polynomiale sur M,,(K) (que I'on peut voir pour simplifier comme an) est continue
comme somme de produits des applications “coordonnées” (y; ;j(M) = a; ;) qui sont continues
(voire 'exemple 7 + la proposition 27).

Par suite det est continue sur M,, (K).

6. Continuité uniforme

Définition 13.| Continuité uniforme

Soit AC Eet f: A— F. On dit que f est uniformément continue si :

Ve>0,30>0,Ve,ye A Jloe—yllg <6 = ||f(x)— fw)lr <e.

Proposition 29.

— Toute application uniformément continue est continue.

— Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soit A C E et f: A — F une application.

— On suppose f uniformément continue sur A. Alors pour tout a € A,
Ve>0,30>0,Vee A |z—yllg<o = ||f(z)— fy)|r <e.

Donc f est continue sur A.

— On suppose f k-lipschitzienne. Si k = 0, alors la fonction f est nulle, donc trivialement, f
est uniformément continue. On suppose k # 0.
Soit £ > 0. Alors pour § = £, et x,y € E tels que ||z —y|lg <0 :

I f(z) = fW)llr <E|lz—yllp <kd=c.

Par suite, f est uniformément continue.
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Remarque 9.

Attention, les réciproques des implications précédentes sont fausses :
— f x> €” est continue mais pas uniformément continue sur R.

En effet, supposons par ’absurde que f est uniformément continue sur R. Soit
e > 0. Alors il existe 6 > 0 tel que pour tous z,y € R, si [z — y| < § alors
le? —e¥| <e.

PowzeRety=z+d,onalr—y| <det

le® — e¥| = e®|e? 2| = e%e® ——— +o0.
T—r+00

— f:x+— /x est uniformément continue mais pas lipschitzienne sur R.

Montrons premierement que f est uniformément continue. Pour z,y € R, avec
z <y,ona. /Ty > x, et donc :

WVy—vz)’=y—2yzy+z<y-uz,
d’ou /y — V& < \/y —x et de méme, pour y <z, Vz — /Yy < /T — ¥

Par suite, pour tous z,y € R, :

VE =Vl < Ve —yl.

Soit & > 0. Alors pour § = €2 et z,y € R avec |z — y| < 6,

V- vil < Vie—gl<Ve=c.

Il en résulte que f est uniformément continue. Montrons désormais que f n’est

pas lipschitzienne sur R. Le ”probleme” se situe au voisinage de 0. Pour z > 0,

e f@) —fO)] _vF_ 1
) — a8
TR0 T 5 /e T

f n’est donc pas lipschitzienne sur R.

7. Continuité, applications linéaires et multilinéaires

a. Continuité et applications linéaires

On rappelle la notation L(E, F') pour désigner ’ensemble des applications linéaires de F dans F'.

Théoréme 7.

Caractérisation des applications linéaires continues

Soit f € L(E, F). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est continue sur F;

ii) f est continue en O ;
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iii) il existe k£ > 0 tel que, pour tout = € F,

1f (@)l < kllz|le-

iv) f est lipschitzienne sur E.

Montrons i)=-ii)=-iii)=-iv)=-i)
e i)=ii). Si f est continue sur E, alors f est continue en tout point de E et donc, en
particulier, est continue en Og € F.

e ii)=-iii). On suppose f est continue en O :
Ve>036>0Vz € E |z —0g|lg <d = |f(z)— f(Or)|lF <e,
ce qui peut se réécrire, comme f(0g) = Op par linéarité de f :
Ve>030>0Vx € E |z|lg <0 = ||f(z)||r <e,

Prenons e =1 > 0. On pose k = % > 0.

Pour z =0g, on a ||f(0g)||lr = ||0r||Fr =0 <0 =E.||0| &.
Soit « € E avec x # O0g. On pose y = mx € E. Par construction, on a ||ly||g = < 4,
d’ot1, par homogénéité de || - | et linéarité de f :

o

[E4l

If@)lr = 1fWlr <e=1.

Par suite, on a :
1
IF@r < 5llzlle = kllz] e

Il en résulte que, pour tout z € E :

If(@)F < Ellz]le.

e iii)=iv). On suppose qu’il existe k > 0 tel que, pour tout = € E,

If@IF < kllz e

Soit z,y € E. Comme f est linéaire, on a :

1 () = FW)lle = I (z = y)llr < Kl —ylle.

e iv)=1i). Toute application lipschitzienne est continue d’apres la proposition 27.
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Notation 3.

On note L.(E, F) I'ensemble des applications linéaires continues de (E, | - |g) dans (F, || - ||r)-

Proposition 30.

L’ensemble L.(E, F') est un espace vectoriel sur K.

On a L(E,F) = C(E,F)N L(E,F) donc L.(E,F) est un sous-espace vectoriel de F(E,F)
(espace vectoriel des fonctions de E dans F') comme intersection de sous-espaces vectoriels de
F(E,F). O

Proposition 31.

On munit de F de sa norme ||- || g que ce soit comme espace de départ et comme espace d’arrivée
des applications considérées.

L’ensemble L.(E) est une algebre sur K.

Ona L.(E,F)=C(E)NL(E) donc L.(FE, F) est un sous-espace vectoriel de 'algébre L(F). De
plus, d’apres la proposition 26, £(E) est stable par composition ; et ’application linéaire Idg est
continue de (E, || - ||g) dans lui-méme (car, pour tout x € E, ||Idg(x)| = ||z||g < 1.||z|&)-

I1 en résulte que L.(F) est une sous-algebre de L(E) et donc une algebre. O

Proposition 32.

Soit f € L(E,F). Alors f est continue sur E si, et seulement si, 'application de E \ {Og} dans

R:
I/ (@)=

T
]|

est bornée sur E \ {0g}.

f est continue

si, et seulement si,

il existe k > 0 tel que, pour tout « € E, || f(z)||r < k||z| &

si, et seulement si,

L@le < g

(x
lelle =

il existe k > 0 tel que, pour tout z € E \ {0g},
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si, et seulement si,

z s W@Ir ot hornge sur E {0g}.

llzlle

O

On utilise trés souvent la proposition suivante pour montrer qu'une application linéaire n’est pas
continue.

Proposition 33.

Soit f € L(E, F). Alors f n’est pas continue sur F si, et seulement si, il existe une suite (2, )nen
a valeurs dans E \ {Og} telle que

1/ e .
[enllm e
Il s’agit de la négation de I’équivalence énoncée par la proposition 32. O

Exercice 19.

Soit E = C([0,1],R). On considére application ¢ : f — f(1).
— Montrer que ¢ est linéaire.

— Montrer que ¢ est continue pour || - || mais pas pour || - ||1.

— Soit \,peRet f,ge E.On a:
eAf +ug) = (Af +pg)(1) = Af(1) + png(1) = Ap(f) + pp(g);

donc ¢ est linéaire.

— On a, pour f € F,
le(Hl =1fQ)] < sup [f(2)] = [|f]l-

z€[0,1]

Donc ¢ est continue pour || - [|co-
On pose, pour n € N, f, : z+— z". On a :

lo(fn)l
[ fnllx

=n+1.

Par suite, f — ‘ﬁ’;lj‘?‘ n’est pas bornée. Donc ¢ n’est pas continue pour || f||1.
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Proposition 34.
Soit N1, N5 des normes sur E. Alors N1, Ny sont équivalentes si, et seulement si,

IdE : (E,Nl) — (E, NQ)

et
Idg : (E, N2) — (E, Ny).

sont continues.

Idg : (E,N1) — (E, N3) est continue si, et seulement si, il existe k& > 0 tel que pour tout x € E,

Ny(z) < kNy(x) i.e. Ny est dominée par Nj.
Et de méme, Idg : (E, N3) — (E, N1) est continue si, et seulement si, N; est dominée par N.

On en déduit le résultat. O

b. Continuité et applications multilinéaires

| Théoréeme 8.

Soit E, F, G des espaces vectoriels normés et f : E X F' — G une application bilinéaire ou E x F
est muni de la norme produit. On a équivalence entre les assertions suivantes :

i) f est continue sur E X F';

ii) f est continue en (0g,0F);
iii) f vérifie : il existe k > 0 telle que pour tout (z,y) € E X F :

1z, y)lle < klzllelyl e

On montre i)=-ii)=-ii)=-)
e i)=ii) Si f est continue sur E x F alors f est continue en (0g,0r) € E X F.

e ii)=-iii) On suppose f continue en (0g,0F).
Alors pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout (z,y) € E X F,

(@)l <6 = |f(zy)lle <e

Pour ¢ = 1, il existe § > 0 vérifiant la proposition ci-dessus. Notons k = 6% > 0. Soit

(z,y) € E x F avec (z,y) # (0g,0r). On pose :

/ 6 /
Tr=—2ux et Yy =-——y.
=]l & lylle

Alors [|(z, y)|| = max(||z’|| z, ¢/l r) = 6, donc
1@ y)lle <e=1.

1. 7 . 7 2
De plus, par bilinéarité, ||f(z’,y')||c = Hx”;jw”f(x,y)ﬂg, donc

I1f (@, v)lle < Ellz|zllylle-
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Et on remarque que cette inégalité est également vraie pour (z,y) = (0g,0r).
e iii)=-i) On suppose iii). Soit (zg,yo) € E x F. Soit € > 0 et on pose

(S—Inax(,/i c )
2k 2k(l|lzoll & + llyollr)
Alors on a :

1f(x,y) = flzo,v0)lle < If(z,y) — f(2,m0)lle + | f(z,90) — f(xo,v0)llc
< f(xy —yo)lle + I f(z — zo0,90)|lc
<k(lzllzlly — yollr + llz — zoll&-llyoll F)
<Ek( [l=zlle +llvoll7)I(x — 2o,y — yo)l|-
——
<l|lzoll+d
< k6% + ko (||xolle + llyollr) < e

Donc f est continue.

Exercice 20.

Soit E un espace préhilbertien, (-|-) un produit scalaire sur E. Montrer que (:|-) : E x E - K
est continue ot E est muni de la norme || - || associée & ce produit scalaire et E X E est muni de
la norme produit associée a cette norme.

Soit x,y € E. D’apres le théoréeme de Cauchy-Schwarz, on a :

|y < lll-[lyll-

Par suite, (-|-) est continue.

Soit Ff, ..., By, G des espaces vectoriels normés sur K et f : E — G une application m-linéaire
ou F = FEy X ... Xx E,, est muni de la norme produit. On a équivalence entre les assertions
suivantes :

i) f est continue sur E;

ii) il existe k > 0 telle que pour tout (z1,...,2m) € E :

1 (@1 zm)lle < Kz g, llem] 2,

On raisonne de la méme maniére que dans la démonstration du théoreme 8. O

43



8. Normes d’opérateur (ou normes subordonnées)

Dans ce paragraphe L.(E, F') désigne l'espace des applications linéaires continues de E muni d’une
norme || - ||g dans F muni d’une norme || - ||f.

a. Définition et caractérisations

Soit f € L(E,F). L'ensemble {k e Ry |Vz € E, | f(2)|lr < k|lz||g} est un partie non vide et
minorée de R.

Onnote K ={k e Ry |Vz € E, ||[f(2)|r < klz||p}. Comme f est une application linéaire
continue, d’apres le théoreme 7, il existe kg > 0 tel que pour tout = € E, || f(x)||r < k||z| g. Ainsi,
ko appartient & K donc ce dernier est non vide. De plus, il est minoré par 0, d’ou le résultat.

Le lemme précédent permet de justifier 'existence de la norme d’opérateur définie ci-apres :

Définition 14.

Soit f € Lc(E, F). On appelle norme d’opérateur de f associée aux normes || - [|p et || - |[r
ou encore norme subordonnée de f aux normes || - ||g et || - || et on note |||f]|, ou encore
| fllop, la quantité :

£l = inf{k € Ry |V 2 € B, [[f(2)llr < klzfl £}

Proposition 35.

Soit f € L.(E, F). Alors, pour tout z € E, on a :

If@)e < WAl e

On pose K ={k e Ry |Vz € E, ||f(x)|lr < k|z|g}. D’apres le lemme 1, K est non vide et,
par définition, minoré par || f]|.
Soit x € E. Alors, pour tout £k € K, on a :

If (@)llF < klz]lz

Ainsi, par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, en faisant tendre k vers ||| f[|, on
obtient :

If@)r <Ml e
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Propo

sition 36.| Caractérisation de la norme d’opérateur

Soit f € L(E, F). Alors on a :

i W@
Q) |||f|||—H§|uEr;0 iols
i) sl = sy LD,

lzlz<t lZlE

iii) Ifl = sup |If(2)]F.

lzllz=1

Onnote A={keRy |Vz€E, |f(x)r <Ek|z|e}

i)

i)

If @) r
]l &

borne supérieure. Comme E n’est pas réduit & O, il existe g € E \ {Og}, ainsi B est

non vide car % appartient & B.

On a note B = { |z € BN {OE}} Montrons tout d’abord que B admet une

De plus, comme f est continue sur F, il existe k > 0 tel que pour tout z € E, ||f(x)||r <
k||lz|| . Ainsi, en particulier, pour tout z € E \ {0g},

If@)lle

<k
NEES

Par suite, B est une partie non vide et majorée (par k) de R donc elle admet une borne
supérieure. Notons b cette borne supérieure.

Montrons que b = ||| f||. Commengons par montrer que b > ||| f||. Comme b est un majorant

de B, on a, pour tout z € E \ {0g}, ”{I(x” le < b et donc pour tout z € E,

If(@)lF < bllzlle

(cette inégalité étant bien vérifiée pour O également). Ainsi, b appartient a A. Or || f||
étant la borne inférieure de A et donc en particulier un minorant de A, on a b > ||| f||-
De plus, si k € A, on a, pour tout z € E \ {0g} :

I @)le

<k
zlle

donc k est un majorant de B, d’ou, b étant son plus petit majorant, k > b. Ceci étant
vrai pour tout k € A, b est un minorant de A. Or ||| f||| étant son plus grand minorant, on
obtient [|f||| > b.

Il en résulte que b= || f]|-

On note C = {'Jﬂ( |)||F | zlle < 1}. Alors C ¢ BU{0} (le 0 provient du fait que Og

fait partie des vecteurs de normes plus petites que 1 mais pas de E \ {0g}). De plus, on
peut remarquer que B et BU {0} ont la méme borne supérieure car 0 est un minorant de
B. Donc, par inclusion, C' possede une borne supérieure c et ¢ < b. Montrons I'inégalité
dans ’autre sens.

Soit x € E N\ {0g}. On pose y = Tl Alors on a lyllg = 1 et par linéarité de f et par
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homogénéité de la norme | - ||

If@)le Hf< )
]| Izl /| e

Or ||yl =1 <1 donc ||)|”‘(xx”)£p appartient a C. D’ou B C C et ainsi, b < c.
Ainsi, b = c.

1@l
1yl

= [lFW)lr =

7i1) Par un raisonnement similaire a celui du point précédent, on peut prouver que
{llf@)|lF | |lz]|lg = 1} = B et donc que leurs bornes supérieures sont égales.
O

b. Propriétés de la norme d’opérateur

La proposition suivante justifie la terminilogie de "norme” pour la norme d’opérateur :

Proposition 37.

L’application ||-|| : £.(E, F) — Ry est une norme sur L.(E, F).

D’apres le lemme 1, 'application |[||-|| est bien définie sur L.(F, F).
Soit f,g € L.(F,F) et A € K.
— Positivité : on a || f|| = supyz =1 I/ (@)llr > 0.
>0

— Séparation : on suppose || f|| = 0. Alors pour tout x € E,

If@)lr <0llzlz =0

Ainsi, par positivité et séparation de la norme || - ||, pour tout € E, f(z) = Op. Par
suite, f = 0.
— Homogénéité : on a, par homogénéité de || - ||p et les propriétés usuelles de la borne
supérieure :
IAfIl = sup IAf(2)llz = AL
|z]| =1 SN—~—
=|ALIf (@)l 7
— Inégalité Triangulaire : on a, par inégalité triangulaire de || - || et les propriétés usuelles
de la borne supérieure :

Ilf+gll = S I1f () +g(@)llz = £l + gl
|| p=1 S———~——
T @ e Hlg(@) e
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Proposition 38.

Soit f € L(E,F) et ge L(F,G). Alors go f € L(E,G) et on a :

llg o £I< lgll-A-

Soit f € L.(E,F)etge L.(F,G). Alors go f est linéaire continue comme composée d’applications
linéaires et continues. On remarque que pour tout z € E et tout y € F, on a :

If@)llr < £zl et llg@)lle < lgll-lyllz

Donc, pour tout x € F,

lg o f@)lle = llg(f(@)lle < llgll-If @l < gl 2

Do [llg o £l < llgll-l£1ll N

Corollaire 1.

On munit de F de sa norme ||- || g que ce soit comme espace de départ et comme espace d’arrivée
des applications considérées.

L’application ||-||| : £.(E) — R4 est une norme d’algebre sur L£.(E).

D’apres la proposition 31, £.(F) est une algebre et, d’apres la proposition 37, ||-||| est une norme

sur L.(E). Il résulte donc de la proposition précédente que |||||| est sous-multiplicative sur L.(E).
O

c. Calculs pratiques d’une norme d’opérateur

Méthodes pour calculer une norme subordonnée :

On considére une application linéaire f : E — F ou E et F sont munis de || - ||g et || - ||

respectivement.

On cherche le "meilleur” k& > 0 possible tel que, pour tout = € E, ||f(z)||r < k||z| &-
Une fois un tel k trouvé, alors f est continue et || f||| < .

En effet, f est continue en vertu du Théoréme 7 et comme || f]|| est la borne inférieure de
A={K eRy |VaxeE, |[f(z)|r <K|z|g} et que k appartient & A, ||f|| < k.

Ensuite, on démontre que notre k est bien le meilleur d’'une des facons suivantes :

— on cherche zg € E ~\ {0g} tel que ||f(zo)||lr = k||zol|z ou méme xy € E avec ||zo||p =1
tel que ||f(zo)||lF = k. Dans ce cas, on conclut que ||| f||| = k.
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Gole  _ .

En effet, on a or k étant un majorant de B =

llzolle
{UH(JT)”F |z e E~ {oE}} car ||f]| < k; on a k = max B = sup B = ||£||.
z|| g
— on cherche une suite (2, )nen & valeurs dans E \ {0g} tel que Wele k. Dans ce
lznlle n——+o0o
cas, on conclut que ||| f|| = .
En effet, k est un majorant de B = {”fl(a;ﬁ”F |z € BN {OE}} car ||| f]l| < k, et on
z||g

a trouvé une suite a valeurs dans B qui converge vers k. Ainsi, par caractérisation
séquentielle de la borne supérieure k = sup B = ||| f||-

Exemple 9.

On consideére I'application linéaire f : R? — R? telle que pour (z,y) € R?, f(z,y) = (v +y,z—y).
Alors la norme d’opérateur de f associée aux normes || - |2 (pour Pespace de départ) et || - |2
(pour I'espace d’arrivée) est ||| f|| = v/2.

En effet, on a :

1F @)l = V(@ +9)? + (z —9)? = V2v/22 + 42 = V2| (2, 9)l2

donc en particulier, || f(z,v)|]2 < v2||(x,y)||2 d’olt f est continue et [|f]| < /2 et comme
on a égalité pour un certain (xg,%) € R? (en fait pour tous, d’apres la premiere égalité!),

on obtient || f]| = v/2

Exercice 21.

On considére £ = R[X]. Dans la suite, 'espace d’arrivée des fonctions étant R, on le munit de sa
norme canonique méme si on ne le précise pas!

1. On munit E de la norme [|P|| = sup |P(t)| et on considére la forme linéaire f : P +—
te[—1,1]
P(0).
Montrer que f est continue et déterminer la norme subordonnée de f.
. [Pt (0)] - o
2. On munit E de la norme [|P|| = sup ————= et on considere la forme linéaire g : P —
neN n:
P(3)
Apreés avoir prouver que || - || est bien une norme, montrer que g est continue et déterminer

la norme subordonnée de g.

48



1. Pour tout P € E, on a :
lF(P)] = [PO)| < || P

donc f est continue sur E muni de || - || et || f|| < 1. De plus, on a, pour P le polynéme
constant en 1 : |f(P)| =1 = ||P|| donc ||f]| = 1.

2. On rappelle ici le formule de Taylor pour les polynémes qui nous servira ici : pour P € F
et a e R, ona:

P<"
P = Z —a)" (somme finie)

Pour montrer que ||-||, seul ’axiome de séparation peut poser vraiment probléme ; montrons
seulement celui-ci : soit P € F tel que ||P|| = 0. Alors, pour tout n € N, P(")(0) = 0. Ainsi,
d’apres la formule de Taylor pour les polynémes appliqué en a = 0, on obtient :

n +oo
P= ZP() X"=3Y 0.X"=0
n=0

D’ou I’axiome de séparation.

Passons a la norme subordonnée. Soit P € E. D’apres la formule de Taylor pour les poly-

noémes appliquée en 0, on a, en evaluant en % :

P()=5 50 ()
P =[P (3)] < Z'P(”) (3) < <+§ (;)) 1Pl =21Pl.

=
<|IP|l

Donc

Par suite, |||g]| < 2.
De plus, considérons la suite (P, )nen de polynémes non nuls ot pour tout n € N, P, =
> ho X*. Alors, comme [|P,|| =1 car P*)(0) = k! pour tout k < n, on a :

|9(Pn)| Zk 0 (%) 1
= =2—— ——2
12,1 ] 2 norros

Ainsi, [lg| = 2.

Exercice 22.
On considére E = R™ et les deux normes || ||1 et || - ||oo sur E. Montrer que I'application identité

Idg est continue de E dans E dans toutes les fagons de munir E (au départ et a l'arrivée) et
calculer sa norme d’opérateur dans chacun de ces cas.

49



Partie C

Compacité

Dans toute cette partie, E désigne un espace vectoriel normé sur K = R ou C muni d’une norme || - ||.

1. Définition

Définition 15., Partie compacte

Soit A C E. On dit que A est une partie compacte de FE si toute suite a valeurs dans A possede
au moins une valeur d’adhérence dans A.

Autrement dit, A est compacte si, de toute suite a valeurs dans A, on peut extraire une sous-suite
qui converge dans A.

o o oo k

Exemple 10.

— L’ensemble vide est compact ; toute partie finie de F est compacte.
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Montrons que toute partie finie A de E est compacte. Notons N = #A. Alors il
existe x1,...,zxn deux & deux distincts tels que A = {x1,...,zN}.
Soit u = (U )nen une suite a valeurs dans A. Intuitivement, la partie A possédant
un nombre fini d’éléments, la suite va devoir "passer” une infinité de fois par
au moins un des z;, disons z;, et donc la sous-suite des termes valant z;, étant
constante, elle converge vers z;, € A. Voyons comment construire une telle sous-
suite rigoureusement :
Pour i € [1,N], on note U; = {n € N | u, = z;}. Alors la famille (U;);ec1,n]
vérifie :
— pour tous ¢,j € [1,N] avec i # j, U; NU; = 0. En effet, si n € U;, alors
un = x; # x; donc n ¢ Uj.
N
— U U; = N. En effet, pour n € N, comme u est a valeurs dans A, il existe
i=1
j € [1,N] tel que u,, = z; dotn € U; C Uivzl U;. Donc N C Uivzl U;.
Remarque : certains U; pouvant potentiellement étre vides, il ne s’agit pas d’une partition de N
a proprement parler.
La réunion étant finie et valant N qui est infini, il existe ig € [1, N] tel que U;, est
infini (par 'absurde, si tous les U; étaient finis, leur réunion finie le serait aussi, ce
qui est absurde car elle est égale a N).
On construit alors la sous-suite de u dont les indices sont les éléments de Uj,
dans l'ordre. Pour ce faire, on utilise une méthode que 'on reverra quand nous
étudierons la dénombrabilité, la construction d’une bijection de N dans un sous-
ensemble infini de N : si B est un sous-ensemble infini de N, la fonction ¢ : N — N
telle que :

¢(0) = min(B)
p(n+1) =min(B \ {p(0),...,¢(n)}) pour n € N

est bien définie, strictement croissante et d’image B (on laisse le soin au lecteur de
prouver ces affirmations). Ainsi, en appliquant cette construction a B = U,,, on
obtient une sous-suite (uy(n))nen de u qui vérifie :

pour tout n € N, uy,(n) = x4, car p(n) € Uy,.

Par suite, (utp(n))neN est constante en x;, et donc converge vers z;, € A.
Il en résulte que A est compacte.

— Dans R, les parties fermées bornées (les segments par exemple) sont compacts : il s’agit
(pour “compact” au sens de la définition 15) du théoreme de Bolzano-Weierstrass dans R.

2. Propriétés
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Proposition 39.

Soit A C E. Si A est compacte, alors A est fermée et bornée dans E.

On suppose A compacte.
— Montrons que A est fermée. Soit (x,)nen une suite a valeurs dans A qui converge vers
l € E. La suite (x,)nen est & valeurs dans A qui est compact, donc on peut en extraire
une sous-suite qui converge dans A. Or, toute sous-suite d’une suite convergente converge
vers la méme limite, donc I € A. Ceci étant vrai pour toute suite (2, )nen & valeurs dans
A convergente, d’apres la caractérisation séquentielle des fermés, A est fermé.

— Raisonnons par contraposée : supposons que A n’est pas bornée.
Alors, pour tout n € N, il existe x,, € A tel que ||z,|| > n. Soit (2,(,))nen une sous-suite
de (z)nen- On a :
>n —
lepmll > o(m) > n —— +oo

donc la suite (z,(n))nen diverge.
I1 en résulte que la suite (z,)nen ne possede pas de valeur d’adhérence. Par suite, A n’est
pas compacte.
Ainsi, par contraposée, si A est compacte, alors A est bornée.
O

Remarque 10.

Attention, la réciproque est fausse en général! Voire I'exercice suivant

Exercice 23.

On considére F = F,(R,R) muni de sa norme canonique.
— Montrer que Bf(0g, 1) n’est pas compact.
— Que dire de la réciproque de la proposition précédente ?

Indication.
Si une suite (u,) vérifie qu'il existe > 0 tel que pour tous n,m € N avec n # m :
lun — umll > n,

alors (u,) ne possede aucune valeur d’adhérence.

Ainsi, pour montrer qu'une partie A n’est pas compacte, il suffit d’exhiber une suite vérifiant la
propriété ci-dessus.
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— Considérons la suite (f,,) & valeurs dans E de terme général

1 sixz€[-n,n]
0 sinon

Alors clairement, (fy,) est & valeurs dans Bf(0g, 1) et on a, pour tous n,m avec n # m :

[ fn = finllr = 1.

Par suite, (f,,) ne posséde pas de valeur d’adhérence, donc By (0g, 1) n’est pas compact.
— L’ensemble B;(0g,1) est fermé et borné mais n’est pas compact. La réciproque de la
proposition en question est donc fausse.

Proposition 40.

Soit A, B C E. On suppose B C A. Si A est compacte et B est fermée, alors B est compacte.

On suppose B C A, A compacte et B fermée. Soit (z,,),en une suite a valeurs dans B. Comme
B C A, (n)nen est & valeurs dans A qui est compacte, donc il existe une sous-suite (%o(n))neN
de (2n)nen qui converge dans A. On remarque alors que (Zy(n))nen est une suite a valeurs
dans B convergente et que B est fermée, donc, d’apres la caractérisation séquentielle des fermés,
(T y(n))nen converge dans B.

Il en résulte que B est compacte. O

Théoréme 10.

Une suite a valeurs dans un compact est convergente, si, et seulement si, elle possede une unique
valeur d’adhérence.

e (=). Une suite convergente ne posséde qu’une seule valeur d’adhérence : sa limite.

e (<). Soit A C E un compact et (u,) une suite a valeurs dans A.
On suppose que (u,) posséde une unique valeur d’adhérence a. Supposons par I'absurde
que (uy,) ne converge pas. Alors, en particulier, (u,) ne converge pas vers a.
Par suite, il existe £ > 0 tel que pour tout n € N, il existe k£ > n tel que ||ux — a|| > e.

Notons, ¢(0) = min{k € N | ||ux, — a|| > €} et pour n € N*,
¢p(n) = min{k > p(n — 1) | [|ux —al| > e}.

Alors ¢ : N — N est strictement croissante, donc (u,(y,)) est une sous-suite de (u,,) qui ne
possede pas a pour valeur d’adhérence.
Or (uy(n)) est une suite a valeur dans A compact et donc possede une valeur d’adhérence.
Cela implique que (u,,) posséde au moins deux valeurs d’adhérence. Contradiction.

O
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Proposition 41.

Soit E, F' des espaces vectoriels normés et A C F, B C F. Si A est un compact de E et B un
compact de F, alors A x B est un compact de E X F muni de la norme produit.

On note || - || la norme produit sur E x F'i.e., pour (z,y) € Ex F, |[(x,y)| = max(||z| g, |yl r)-

On suppose A compact de E et B compact de F. Soit ((an,bn))nen une suite a valeurs dans
A X B.
Comme (an)nen est a valeurs dans A qui est compact, il existe une sous-suite (ay(n))nen de

(an)nen qui converge vers un certain @ € A (pour la norme | - ||g).
La suite (by(n))nen est a valeurs dans B qui est compact, donc on peut en extraire une sous-suite
(bpow(n))nen qui converge vers un certain b € B (pour la norme || - || r).

Par suite, on a :

||(a<pow(n)7 bapow(n)) - (av b)” = maX(HaapM/}(n) - a||E7 Hbapow(n) - bHF) —0

n—-+oo

0 —0

n—+oo n—+o0o
et ainsi, la sous-suite ((@poy(n), bpow(n)))neN de ((@n,bn))nen converge vers (a,b) € A x B.
Il en résulte que A x B est un compact de F x F muni de la norme produit. ]
Corollaire 2.

Un produit d’une famille finie de compacts est un compact de ’espace produit muni de la norme
produit.

On raisonne par récurrence en appliquant la proposition précédente. ]

Remarque 11.

Cela sort allegrement du cadre de ce cours, mais on peut généraliser le corollaire précédent a
n’importe quelle famille de compacts : un produit quelconque de compacts est compact pour la
topologie produit (notion que nous n’avons pas abordée ici). Ce résultat est connu sous le nom
de théoréeme de Tychonov.

Exercice 24.

Soit A C R™ ou R™ est muni de la norme infini. Montrer que A est compact si, et seulement si,
A est fermée bornée.
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Si A est compact alors A est fermée bornée. Montrons la réciproque pour A C R™ muni de la
norme produit || - ||

On suppose A fermée bornée. Alors il existe R > 0 tel que A C B¢(0g, R) = {z € R | ||z|| < 1}.
Or, pour la norme produit sur R”, on a :

B#(0g, R) = [-R, R]".

Donc Bf(0g, R) est compact comme produit d’une famille finie de compacts. Or A est fermé dans
le compact B¢(0g, R), donc A est compact.

3. Applications continues sur un compact

Dans ce paragraphe, F' est un espace vectoriel normé.

Proposition 42.

Soit A C E et f: A— F une application continue sur A. Si A est un compact de E, alors f(A)
est un compact de F'.

Autrement dit, 'image directe d’un compact par une application continue est un compact.

On suppose que A est compact. Soit (f(zn))nen une suite a valeurs dans f(A). Alors (z,)nen est
une suite a valeurs dans A que est compact donc il existe une sous-suite (z,(n))nen de (Tn)nen
qui converge vers un certain x € A. D’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, on a

f(mgo(n)) — f(x)

n—oo

Ainsi, la sous-suite (f(Zy(n)))nen de (f(2n))nen converge vers f(z) € f(A). Il en résulte que
f(A) est compact. O

Corollaire 3. Théoréme des bornes atteintes (cas F =R)

Soit A une partie non vide de R et f : A — R une application continue. Si A est compacte,
alors f est bornée et atteint ses bornes.

On suppose A compacte. Alors d’aprés la proposition 42, f(A) est un compact de R. C’est donc
un fermé borné, donc f est borné et comme f(A) est fermé, par la caractérisation séquentielle
des bornes supérieures et inférieures, les bornes sont atteintes. ]
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Exercice 25.

Soit A, B des parties compactes non vide de F.
1. Montrer que pour tout € E, il existe a € A tel que d(z,a) = d(z, A).

2. Montrer qu’il existe a € A et b € B tels que d(a,b) = d(4, B).

1. Soit x € E. L’application f : y — d(x,y) est continue sur F dans R et donc sa restriction a
A est continue de A dans R. Comme A est compacte, alors f est bornée et atteint sa borne
inférieure sur A. Donc il existe a € A tel que :

dieel) = il diey) = den A

2. A X B est compact comme produit de compacts et (x,y) — d(x,y) est continue de E x E
dans R donc sa restriction & A x B est bornée et atteint ses bornes. Par suite il existe
(a,b) € A x B tel que :

d(a,b) = inf d —d(A,B
(a,b) L (z,y) = d(A, B)

Théoréme de Heine

Théoréme 11.

Soit A C E et f: A — F une application continue. Si A est compact, alors f est uniformément
continue sur A.

On suppose que A est compact. Montrons par I’absurde que f est uniformément continue.
On suppose que f n’est pas uniformément continue. Alors,

Je>0,¥>0, dz,yc A, |z —ylle<d et ||f(z) - fW)lr > e

Considérons, pour n € N*, § = % Alors il existe x,,y, € A tels que ||z, — ynllg < % et

1f(x) = FW)llF > e
Alors (z,,) (et (yn) également) est une suite & valeurs dans A compact, donc on peut extraire une
sous-suite (z,(,)) qui converge vers a € A. On a alors, pour tout n € N*,

1
_ < _ _ < _
1Yom) — allE < |Ypn) — Tom)llE + |Tp@m) —alle < () Flzom) —alle ——=0,

donc (Y, (n)) converge vers a.

Par suite, par continuité de f, on a

fWem) = f(@on)) —— f(a) = f(a) =0.

n—oo

Or, pour tout n € N*, || f(yom)) — f(Zem))llFr > €. Contradiction. O
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Partie D

Connexité par arcs

Dans toute cette partie, £ désigne un espace vectoriel normé sur K = R ou C muni d’une norme || - ||.

1. Chemins

Définition 16., Chemin

Soit z,y € E. On appelle chemin d’extrémités = et y ou chemin joignant z a y, toute
application continue « : [0,1] — F telle que v(0) =z et (1) = y.

Soit A C E et v un chemin d’extrémités x et y. On dit que v est un chemin d’extrémités x et
y dans A si Im(y) C A.

Yy
Tm(y)

Exemple 11.

A —

Pour z,y € E, l'application v de [0,1] dans E telle que 7 : ¢
d’extrémités z et y. On remarque que pour ce chemin, Im(y)
d’extrémités z, y.

— (1 — t)x + ty est un chemin
= [z,y] ou [z,y] est le segment

En effet, on a Im(v) = {~(t) [t € [0,1]} = {(1 — )z + ty | ¢t € [0, 1]} = [y, 2] = [z, y].
De plus, v(0) = z et v(1) = y; il nous reste & montrer que « est continue sur [0,1] :
pour tout ¢, s € [0,1], on a :

(@) = (Il = (1 =)z +ty — (1 = s)z + sy)|| = [t = s]-|lx — ¢

donc 7 est ||z — y||-lipschitzienne sur [0, 1] et donc continue sur [0, 1].

Remarque 12.  Re-paramétrisation
N—

Soit z,y € E.
— Soit a,b € R, a < b. Si g : [a,b] — E est une application continue telle que g(a) = x et
g(b) = y alors il existe un chemin joignant x & y.

En effet, v : t — g((1 — t)a + tb) est une application continue telle que v(0) = g(a) = =
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et y(1) = g(b) = .
— Si v est un chemin joignant z & y alors 74 : t — (1 — t) est un chemin joignant y a x.

2. Connexité par arcs et composantes connexes par arcs

Définition 17.

Soit A C E. On définit la relation binaire R suivante sur A : pour z,y € A,

xRy si, et seulement si, il existe un chemin d’extrémités x et y dans A.

Proposition 43.

Soit A C E. La relation binaire R est une relation d’équivalence sur A.

Montrons que la relation binaire R est une relation d’équivalence sur A, c¢’est-a-dire R est réflexive,
symétrique et transitive.
e Réflexive. Pour tout x € A, l'application de [0,1] dans E constante en x est un chemin
d’extrémités = et x; donc z R .
o Symétrique. Soit x,y € A tels que x R y. Alors il existe un chemin v joignant x a y dans
A. Le chemin 7 : t — (1 —t) est un chemin joignant y & x et ¥ est dans A, en effet,
Im(¥) = Im(y) C A. Donc y R x.

o Transitive. Soit x,y,z € A tels que x R y et y R z. Soit v, un chemin joignant = a y et
~y- un chemin joignant y & z. Alors l'application g : [0,2] — E telle que, pour ¢ € [0, 2] :

_ () si t € [0,1],
g(t)—{%z(t_l) si t €]1,2].

est une application continue de [0, 2] dans A telle que g(0) = 7,4 (0) = z et g(2) = v,.(1) =
z.

En effet, g est continue sur [0,1] et sur ]1,2] (comme composée d’applications continues
sur cet intervalle) et de plus on a

lim g(t) = tLiI?Jr ’sz(t - 1) = 'sz(o) =Yy = ’ny(]-) = g(]-);

t—1t

donc g est continue sur [0,2]. On a également Im(g) = Im(vz,) U Im(vy,.) C A.

Par suite, la re-paramétrisation de g donnée par v, : t — ¢(2t) est un chemin joignant z
a z de A (car Im(v,,) = Im(g) C A).

Donc R est une relation d’équivalence sur A.
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Définition 18., Composantes connexes par arcs

Soit A C E. On appelle composantes connexes par arcs de A les classes d’équivalence de
la relation R.

Définition 19.| Connezité par arcs

Soit A C E. On dit que A est connexe par arcs si A posséde une unique composante connexe
par arcs.

Proposition 44.| Caractérisation A CONNAITRE!

Soit A C E. A est connexe par arcs si pour tout couple (z,y) de points de A, il existe un chemin
joignant x a y dans A.

e (=). On suppose A connexe par arcs. Soit 2,y € A. Comme la relation R n’a qu’une seule
classe d’équivalence, on a z R y i.e. il existe un chemin joignant = et y dans A.

e (<). On suppose que pour tous z,y € A, il existe un chemin joignant x et y dans A ; alors
x R y. Donc A possede une unique composante connexe par arcs, d’ou A est connexe par
arcs.

O

Exemple 12.

— Soit A C E. Si C est une composante connexe par arcs de A, alors C' est connexe par
arcs.

Soit z,y € C. Alors x,y appartiennent & une méme classe d’équivalence pour R
donc = R y i.e. il existe un chemin joignant z a y. Donc C' est connexe par arcs.
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— Soit A C E. Si A est convexe, alors A est connexe par arcs.

On suppose A convexe. Soit z,y € A. Alors [z,y] C A et donc, d’apres exemple
11, v :t— (1 — t)z + ty est un chemin joignant = & y dans A.
Donc A est connexe par arcs.

— Soit A = R* C R. Alors A n’est par connexe par arcs et ses composantes connexes sont
R* et RY.

Montrons que R* n’est pas connexe par arcs. Soit 7 : [0, 1] — R un chemin entre —1
et 1. En particulier, -y est continue et y(0) < 0, v(1) > 0 donc d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]0, 1] tel que y(¢) = 0. Par suite, Im(y) ¢ R*.
Ainsi, il n’existe aucun chemin entre —1 et 1 dans R* : ce dernier n’est donc pas
connexe par arcs.

De plus, R* et R* sont convexes (exercice) donc sont connexes par arcs et R* =
R* LR? . Ainsi, les composantes connexes de R* sont R* et R .

— Soit A = C* C C. Alors A est connexe par arcs.

Soit z,z" € C*. Alors il existe r,7/ > 0 et 6,6 € R tels que z = re® et 2/ = r'et?’.
On pose 7 : [0,1] — C telle que :

Y(t) = (1 = B)r +tr7) (0047

Alors v est continue sur [0,1] comme composée et produit de fonctions continues
(fonctions affines et x +— %®).

On a v(0) = re®® = z, y(1) = 1€ = 2’ et pour tout ¢t € [0,1], (t) # O car
[y(@t)] = (1 —¢)r + ¢r' > min(r,r') > 0.

Par suite, v est un chemin dans C* joignant z & 2’.

Il en résulte que C* est connexe par arcs.

=i, =4

Exemple de I'image d’un tel chemin entre —1 — ¢ et 5 + 51.
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Exercice 26.

— Déterminer si les ensembles suivants sont connexes par arcs et si ce n’est pas le cas, en
déterminer les composantes connexes par arcs.

—_

Bf(0g,1).
A =C~ R
AUB avec AN B # () avec A, B connexes par arcs.

S(0g, 1) (discuter selon la dimension et le corps des scalaires).

— Que dire de l'intersection de deux parties de E connexes par arcs ?

— 1.
2.

3.

4.

B¢(0g,1) est convexe et donc connexe par arcs.

A = C < R*. Pour 2,2z’ € C~\ R* l'application

e (1-2t)z sitelo,
(2t —1)2' site]d, 1]

]

D=

Soit z,y € AU B. Le seul cas "difficile” est z € A et y € B. Soit z € AN B. Comme
z € A et A est connexe par arcs, il existe un chemin joignant x a z dans A C AU B
et comme z € B et B est connexe par arcs, il existe un chemin joignant z a y dans
B C AU B. La re-paramétrisation de la concaténation de ces deux chemins est un
chemin joignant x a y dans AU B.

Soit E un espace vectoriel normé sur K.

Si E est de dimension 1 sur K = R, pour tous u,v € E, u,v sont colinéaires, et donc
si u, v sont unitaires, v = tu (car dans R seuls —1 et 1 sont de valeur absolue 1). Par
suite, pour u un vecteur unitaire, S(0g, 1) = {u, —u}. Donc S(0g, 1) n’est pas connexe

Ppar arcs (a justifier soigneusement en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires) dans ce cas.

On suppose que dim(E) > 2 ou K = C. Remarquons tout d’abord que pour tout
x € S(0g,1), il existe z € S(0g, 1) tel que z # £z. En effet :

ler cas : K= C. Soit z € S(0g, 1). Alors z = iz € S(0g,1) et z # *x.

2eme cas : dim(E) > 2. Soit z € S(0g, 1) et y € E tel que {z,y} est une famille libre
(possible car dim(E) > 2). Alors z = i, € S(0p,1) et z # +x car = et z ne sont pas
colinéaires.

Pour z,y € E, on note Szy ¢ | [0,1] : E

Yv: | Ex{0g} — F
U — m :

Alors Sy, est continue sur [0, 1] et ¢ est continue sur E \ {Og}.
Démontrons maintenant que S(0g, 1) est connexe par arcs. Soit x,y € S(0g, 1).
ler cas : y # —x. Alors, comme x,y sont de norme 1, Op ¢ [z,y]. Par suite,
Im(S;y) C E\ {Og} donc vy =% 0 S, : [0,1] = E est continue (comme composée
d’applications continues), ¥z (0) = , 7zy4(1) = y et il est clair que Im(v,,) C S(0g, 1).
Il en résulte que 7y, est un chemin joignant x a y.

2eme cas : y = —x. Alors, d’aprés la remarque précédente, il existe z € S(0g, 1) tel
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que z # x et z # y. En reprenant le raisonnement et les notations du premier cas,
alors g, et ., sont des chemins dans S(0g, 1) joignant respectivement = & z et z &
y. Donc la re-paramétrisation de la concaténation de ces deux chemins est un chemin
joignant = & y dans S(0g, 1).

Il en résulte que S(0g, 1) est connexe par arcs.

— En général, une intersection de parties connexes par arcs n’est pas connexe par arcs : par
exemple, pour A= C~\ R, et B={z € C|Re(z) > 0} qui sont connexes par arcs, AN B
ne l'est pas!

3. Parties étoilées

Définition 20.| Partie étoilée

Soit A C E.
Soit a € A. On dit que A est étoilée en a si, pour tout = € A, [a,z] € A.
On dit que A est étoilée s’il existe a € A tel que A est étoilée en a.
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Proposition 45.)

— Une partie convexe de E est étoilée en chacun de ses points.
— Une partie étoilée de E est connexe par arcs.

Démonstration.

Soit A C E.
— On suppose A convexe. Soit a € A. Comme A est convexe, alors pour tout « € A, [a, z] C A.
Donc a est étoilée en a.

— On suppose qu'il existe a € A tel que A est étoilée en a. Pour tous z,y € A, la re-
paramétrisation de la concaténation des chemins dont les images sont les segments [z, a]
et [a,y] est une chemin de = & y dans A. Donc A est connexe par arcs.

O
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Exercice 27.
1. Prouver grace a des dessins convaincants que la réciproque de chacune des propositions
précédentes est fausse.

2. Montrer que A = R U iR est une partie étoilée de C.

1.

2. Pour tout z € R, [0,z] CR C A et [0,ix] C iR C A, donc A est étoilée en 0.

4. Parties connexes par arcs de R

On rappelle qu’'un intervalle de R est une partie de R de la forme, avec a,b € R, a < b ou, dans les
cas "ouverts” ¢ = —oo ou b = +o0 :

[a,b) :={r€a<z<b} [a,bi={rca<a<b}

la,b] :={x € a <z <b}; oula,b:={z €a<z<b}

Proposition 46.

Les parties convexes de R sont les intervalles.

Dans cette démonstration, on notera ( pour | ou [; ) pour ] ou [ et < pour < ou <. Soit I = (a,b)
un intervalle de R. Alors pour tous x,y € I et tout z € [z, y],

a<zx<z<y<b,

donc [z,y] C I. Par suite, I est convexe.

Réciproquement, si I est une partie convexe (non vide) de R. Alors on note a = inf(I) (possible-
ment —oo) et b = sup(l) (possiblement +o00). Alors a < b et I C [a,b] (ou ouvert en a et/ou en
b dans les cas infini). On a alors les quatre cas suivants :
e ler cas : a,b € I. Comme I est convexe, [a,b] C I. Donc I = [a,b].
e 2eme cas :a € I,b ¢ I. Soit € I. Alors a < x < b donc = € [a,b]. Réciproquement, si
x € [a,b[, on a < b, donc = n’est pas un majorant de I. Par suite, il existe y € I tel que
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x <y < b. Comme I est convexe, z € [a,y] C I. Par suite, I = [a, b].

e Seme cas :a ¢ I,b € I. Alors, par un raisonnement similaire au 2eme cas, on obtient

I =]a, b].
e Jeme cas :a ¢ I,b ¢ I. Alors, par un raisonnement similaire au 2eme cas, on obtient
I =]a, b].
Dans tous les cas, la partie convexe I de R est un intervalle. O

Proposition 47.

Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Montrons que pour toute partie I de R, I est connexe par arcs, si, et seulement si, I est convexe.
D’apres 'exemple 12 et la proposition 4, si I est un intervalle alors I est convexe, donc I est
connexe par arcs.

Réciproquement, si I est connexe par arcs, alors pour tous z,y € I, il existe une fonction continue
Yey de [0,1] dans R telle que v(0) =z, y(1) =y et Im(vy) C I.

Soit x,y € I et z € [z,y] avec < z < y. On note T', = {t € [0,1] | v(¢t) < z}. Alors, comme
v(0) =2 < z, 0 € T',, donc I', est non vide. De plus, I', est majoré par 1, donc I', posséde une
borne supérieure M := sup(T',).

Par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe (u,) & valeurs dans I', telle
que up — M. Or 7,y est continue donc :

Yoy (Un) T ey (M).

Par suite, 75y (M) < z. Comme M = sup(I';), M appartient a la frontiere Fr(I';) de I',. Par
suite M est un point adhérent a I'S = {t € [0, 1] | 72y (t) > 2z} (qui est non vide : 1 y appartient),
donc, comme précédemment, en considérant une suite a valeurs dans I'{ qui converge vers M et
la continuité de ~,., on obtient : vz, (M) > 2.

Il en résulte que [z,y] C 72y([0,1]) C I. Donc I est convexe. O

5. Image continue d’une partie connexe par arcs

Théoréme 12.

Soit F' un espace vectoriel normé, A C F et f: A — F une application continue.

Si A est une partie connexe par arcs de F, alors f(A) est une partie connexe par arcs de F'.

Autrement dit : I'image directe d’'un connexe par arcs par une application continue est connexe
par arcs.
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On suppose A connexe par arcs. Soit f(z), f(y) € f(A) (ot z,y € A). Comme z,y € A connexe
par arcs, il existe v un chemin joignant x a y dans A. Alors lapplication composée f oy est

continue sur [0,1], fovy(0) = f(x), foy(1) = f(y) et Im(fov) C f(A). Donc f o~y est un chemin
joignant f(z) & f(y) dans f(A). Il en résulte que f(A) est connexe par arcs. O

Corollaire 4. Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit A C E et f: A — R une application continue.
Si A est une partie connexe par arcs de E, alors f(A) est un intervalle; autrement dit, pour

tous x,y € A,
[f(z), f(y)] C f(A).

On applique le théoreme 5 au cas F' = R en utilisant la proposition 4 qui assure qu’une partie
connexe par arcs de R est un intervalle. O

Exercice 28.

Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue de C dans R.

Si f est une bijection continue de C dans R, alors la restriction g de f sur C ~ {f~1(0)} est
bijective et continue sur C \ {f~(0)} dans R*. Or C ~. {f~1(0)} est connexe par arcs, et R*
ne l'est pas. Contradiction car 'image d’un connexe par arcs par une application continue est

connexe par arcs.
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Partie E

Espaces vectoriels normés de dimension finie

Dans le cas particulier des espaces vectoriels de dimension finie, nous allons voir que la plupart des notions
étudiées depuis le début du chapitre sont invariantes par changement de norme. Ainsi, en dimension finie,
la topologie s’en trouve grandement simplifiée : ’étude des ouverts et fermés, de la convergence de suite,
de limites ou de la continuité des fonctions,... ne dépendent pas du choix des normes!

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul et K un corps égal a R ou C.

1. Equivalence des normes en dimension finie

(Lemme 2.

Soit A C K™ ou K™ est muni de la norme infini. A est compact si, et seulement si, A est fermé
borné.

Voir la correction de ’exercice 24. O

Théoréme 13.

Dans K™, toutes les normes sont équivalentes.

Soit || - || une norme sur K™. Montrons que || - || et la norme infini || - || sont équivalentes.
On note (eq, ..., €,) la base canonique de K.

e Montrons que || - || est plus fine que || - ||. Pour z = (1, ...,2,) € K", on a :

n
lzll < lzillleill < Cllalloo

i=1
oit C'=3 7 [lei.
Donc il existe C > 0 tel que || - || < C| - |loo-
e Montrons que || - || est plus fine que || - || o-
1. Montrons tout d’abord que || - || est continue sur K™ muni de la norme || - ||oo. Pour

tous z,y € K",
izl = llylll < llz = yll < Cllz = yllo;

donc || - || est continue sur K™ car lipschitzienne sur K".
2. Montrons ensuite que la spheére unité S, de la norme || - ||o est compacte dans K™
muni de | - || . Toute sphére dans un espace vectoriel normé est fermée et bornée pour
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sa propre norme, donc S, est fermée bornée pour la norme || - ||o. Donc, d’apres le

lemme 2, So est compacte dans K™ muni de la norme || - ||oo-
Utilisons désormais ces deux points précédents : Pour la norme || - ||, Seo est compact
et || - || est continue de K™ dans R, donc d’apres le corollaire 3, || - || est bornée sur Sy

et atteint ses bornes. En particulier, elle atteint sa borne inférieure m en xg € S, et on
remarque que m > 0 car g # (0, ..., 0).
Par suite, pour tout € K" avec x # (0, ...,0), —— € Sy et on a :

> lzlloo
T 1

= Zl|.
ECRE

m < ||

Ce qui implique, 1’égalité suivante, vraie également pour = = (0, ...,0) :
1
T < —|lz||.
Izl < — |

Donc || + ||oo est dominée par || - ||.
Il en résulte que || - || et || - || sOnt équivalentes.
Ainsi, par transitivité, toutes les normes sont équivalentes sur K. O

Théoréme 14.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors il existe un isomorphisme f de E dans K™.
Soit || - ||1 et || - ||z des normes sur E. Ainsi,||f(-)||1 et || f(-)||2 sont des normes sur K”. Par suite,
d’apres le théoreme précédent, il existe ¢, C' > 0 tels que :

clf Ol < NFOllz < CIFC -

Or f est bijective donc en composant par f~!, on obtient :

el -l < - ll2 < CJl- 1

Il en résulte que || - ||2 et || - |1 sont équivalentes. O

2. Conséquences topologiques

Remarque 13.

On vient de voir qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. D’apres les résultats
obtenus dans le chapitre relatif a la comparaison de normes, on remarque que de nombreuses
propriétés topologiques sont indépendantes de la norme choisie sur un espace vectoriel de di-
mension finie. Ainsi, les notions suivantes ne dépendent pas de la norme choisie :

— les ouverts, les fermés, les voisinages ;
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— Dintérieur, 'adhérence, la frontiére des parties;
— les limites des suites/fonctions, la continuité des fonctions;

— les parties bornées, compactes, connexes par arcs.
Il sera donc légitime que lorsqu’on parlera dans la suite d’un espace vectoriel normé, on ne
précisera plus de quelle norme on munit cet espace et, de plus, on utilisera la norme la plus
adaptée dans les démonstrations.

Proposition 48.| convergence et limites en dimension finie

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur K, B = (eq,...,e,) une base de F, { =
Yoi i lie; € E, A une partie d'un espace vectoriel normé quelconque et a € A.

e Soit (ux)ken une suite & valeurs dans E. On note (ugcl))7 s (uén)) les suites des coordon-

nées dans B, i.e. pour tout £ € N :

n .
U = E u,(;)ei.
i=1

Alors la suite (ug)gen & valeurs dans E converge vers ¢ si, et seulement si, pour tout

1 € [1,n], la suite (u,(;)) ken & valeurs dans K converge vers ¢;.

e Soit f: A — E. On note (f1,..., fn) les applications coordonnées dans B, i.e. pour tout
reA:

flz) = Zfi(x)ei.

Alors, 'application f admet ¢ comme limite en a si, et seulement si, pour tout ¢ € [1,n],
Papplication f; admet ¢; comme limite en a.

On muni £ de la norme || - || suivante : pour z = Y ;" | w;e; € E,
2]l = max(|z1], ..., [2n])-

L’application f:z = > 1" | x;e; > (21, ..., ;) est un isomorphisme de E dans K" et on a pour
tout z € E, ||z|| = || f(2)]lco. En appliquant les résultats de convergence des suites dans un espace
produit muni de la norme produit, on obtient :

(uk)ken & valeurs dans F converge vers /;
si, et seulement si
(f(uk))ken & valeurs dans K™ converge vers f () ;
si, et seulement si
((x1,...,Zn))ken & valeurs dans K" converge vers ({1, ...,4,) ;

si, et seulement si
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pour tout ¢ € [1, k], la suite (u,(j))keN a valeurs dans K converge vers ¢;.

Pour la seconde partie de la proposition, on utilise la caractérisation séquentielle de la limite et
la premiere partie de la proposition. O

3. Compacité en dimension finie

Dans cette partie, on suppose connu le théoréme de Bolzano-Weierstrass dans R (vu en lere année).

(Lemme 3.

Dans C muni du module, toute boule fermée est compacte.

Soit R > 0 et Bf(R) = {z € C| |2] < R}. Soit (z,) une suite a valeurs dans By(R), avec pour
tout n € N, z, = x,, + iy, (o0 zp,y, € R).

Alors pour tout n € N, |z,] < |z,] < R et |yn| < |2n| < R, donc (z4,), (yn) sont deux suites &
valeurs dans le compact [—R, R].

Par suite, la suite ((2,,yn))nen & valeurs dans R?, est a valeurs dans le compact [—R, R]?, et
donc posséde une sous-suite ((Zy(n), Yp(n)))nen qui converge vers (z,y) € [—R, R)%. De plus, on

a pour tout n € N,
Vi +yn =2l < R,

donc, comme (u,v) — vu?+ v? est continue, en passant a la limite dans cette inégalité, on

obtient :
Va2 +y? =|z| < R.

Alors z = x + iy appartient a By(R) et de plus, la sous-suite (2, (n) + iYp(n)) de (2,) converge
Vers z.
Il en résulte que Bf(R) est compact. O

Théoréeme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 15.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. De toute suite a valeurs dans E bornée on peut
extraire une sous-suite convergente.

Autrement dit : toute suite & valeurs dans E bornée possede au moins une valeur d’adhérence.

Soit E un espace de dimension finie n et B = (e, ..., e,,) une base de E. On munit F de la norme
|| - || définie, pour z = "7, zse; € E, par ||z|| = max(|z1], ..., |zn|).

Soit (ux) une suite a valeurs dans E bornée et (ug))keN ses suites coordonnées dans la base B.
Comme (uy,) est bornée, il existe R > 0 tel que pour tout k € N, |lug|| < R, et donc, pour tout
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i€ [1,k], ’
| < R.

Par suite, pour tout i € [1, k], (U](;))keN est & valeurs dans By(R) qui est compact (o By(R)
désigne [-R,R|siK=Rou {z€C||z] <R} si K=C).

Par suite, chaque (ufj)) keN possede au moins une valeur d’adhérence.

D’apres la proposition sur le convergence des suites en dimension finie, il en résulte que (uy)
possede au moins une valeur d’adhérence (attention, cette implication n’est pas triviale. exercice : prouver cette implica-

tion). O

Théoréme 16.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Les parties compacts de E sont les parties fermées
bornées.

Un compact est fermé borné.

Soit A une partie fermée bornée de E. Soit (u, ) une suite & valeurs dans A. Alors (u,) est bornée
donc, d’apres le théoreme précédent, il existe une sous-suite (ug(n)) qui converge. Or (ug(n)) est
une suite a valeurs dans A fermée, donc elle converge dans A. Par suite, A est compact.

Proposition 49.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel de E est fermé.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit (u,) une suite a valeurs dans F' qui converge vers
leE.

Comme (u,,) converge, alors elle est bornée. Or F est de dimension finie donc d’apres le théoréme
de Bolzano-Weierstrass appliqué dans Iespace vectoriel F, il existe une sous-suite de (u,) qui
converge dans F'.

Or toute valeur d’adhérence d’une suite convergente est égale a sa limite, donc | € F. Donc F
est fermé dans E. O

Exercice 29.

Soit E = Fp(R,R) muni de sa norme canonique.

1. Montrer que F = {f € E|3R >0, Vz ¢ [-R, R], f(x) = 0} est un sous-espace vectoriel
de E.

2. Montrer que F' n’est pas fermé.
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1. La fonction nulle appartient a F et pour A\,up € R, et pour f € F nulle en dehors
de [-Ri,R1], g € F nulle en dehors de [—Ra, Ra], Af + pg est nulle en dehors de
[~ max(R1, R2), max(R;, Ry)]. Donc F est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit f:z+— H_% Alors f € FE et f ¢ F. Considérons la suite de terme général

FIRPR {f(a:) si x € [—n,n]

0 sinon.

Alors,

1w = flloo = —— ——> 0.

14+n2 nooo

Donc la suite (f,) & valeurs dans F' converge vers f ¢ F. Donc F n’est pas fermé.

4. Continuité des applications linéaires, multilinéaires et polynomiales

a. Continuité des applications linéaires

Théoréme 17.

Soit F, F' des espaces vectoriels normés sur K. Si E est de dimension finie, toute application
linéaire de F dans F est continue.

Autrement dit, si E est de dimension finie, L.(E, F) = L(E, F).

On suppose que E est de dimension finie n. Soit f : E — F une application linéaire et B =
(e1,...,en) une base de E. On munit E de la norme || - || définie, pour z = " | z;e; € E, par
2]l = max(|z1], ..., |&n]). On note K =377, [If(ei)llr-

Soit & = """ | x;e;. On a:

If @)l = z;%if(ei)lllw <> Jzil, Ifelle < Kzl

i=1
<ll=llr

Par suite, f est continue. O

b. Continuité des applications multilinéaires

| Théoréme 18.

Soit E, F, G des espaces vectoriels sur K. Si ' et I’ sont de dimension finie, toute application
bilinéaire de E x F dans G est continue.
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On suppose E de dimension n et F' de dimension m. Soit Bg = (e, ...,e,) une base de E et
Br = (€1,...,€m) une base de F. On munit E et F des normes | - ||g et || - ||p suivante : pour

r=3 zie; € Eety=3 ",y €F,
lzlle = max(|z1|, ..., [zal) et |lyllz = max(|y1], ..., [yml)-

Soit f : E x F — G une application bilinéaire. Pour = 371 | ve; € Eet y = 377 y;e; € F,

on a :

.f(xay) = sziyjf(eiagj)a

i=1 j=1

dott, pour k=337 3700, wiyllf(ei g5)lla -

If (@ 9)lle < kllzllelyle.

Par suite, f est continue sur £ x F'. O

Exemple 13.

Soit E un espace euclidien, (:|-) un produit scalaire sur E. Alors (-|-) : E x E — R est continue.

| Théoréme 19.

Soit Fjy, ..., Ey et F' des espaces vectoriels sur K. Si Ej, ..., Ex sont de dimension finie, toute
application multilinéaire de F; X ... X E} dans F' est continue.

On raisonne de la méme maniere que dans la démonstration du théoreme 18. O

Exemple 14.
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n et B une base de E. Alors I’application
detg: E" - K

est continue.

En effet, detg : (z1, ..., ;) — detg(x1, ..., x,) est une application n-linéaire de E™ dans K.

c. Continuité des fonctions polynomiales

Définition 21.| Fonction polynomiale

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n, B = (eq, ...,e,) une basede Eet f : E — K
une application.
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On dit que f est une fonction polynomiale s’il existe une famille (A, ... &, )k ... .kn)enn de
scalaires presque tous nuls telle que pour tout z = 2?21 Ti€;,

f(x) = Z )\klw--aknx’fl"'x'l::ln'

(k1,...,kn ) END

Dans ce cas, on dit que le degré de f est 'entier :

deg(f) =max{k; + ...+ kn | i, ...k, # 0}

Exemple 15.

Sur R? muni de sa base canonique,

fi(zy,2) =zt — 9?2 — 223 4 5x?y222

est une fonction polynomiale de degré 6.

Remarque 14.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et B une base de E. On peut remarquer les faits
suivants :

— Soit u I'isomorphisme canonique de K™ dans £ muni de B. Une application f est poly-
nomiale sur E muni de B, si et seulement si, f o u est polynomiale sur K™ muni de sa
base canonique.

— La définition de fonction polynomiale ne dépend pas de la base choisie.

Théoréme 20.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n, B une base de E et f : E — K une
application.

Si f est polynomiale, alors f est continue sur F.

D’apres la remarque précédente, il suffit de montrer le résultat pour f une fonction polynomiale
sur K.

Une fonction polynomiale f sur K™ est une combinaison linéaire de produits d’applications coor-
données (z1, ..., ) — z; qui sont continues sur K”. Par suite, f est continue sur K. O

Exemple 16.

L’application
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det: | Mo(K) — K
M = det(M)

est continue.

En effet, det((aij)1<ij<n) = Y oes, €(0) [i1 @o(j),j, donc det est une application polynomiale.
(On peut également, sans se soucier des coefficients polynomiaux de la fonction, raisonner par
récurrence en utilisant le développement par rapport aux lignes (ou colonnes))

Exercice 30.

Soit n € N*. Montrer que GL, (R) n’est pas connexe par arcs.

L’application det : GL,(R) — R est continue et d’image R*. Comme R* n’est pas connexe par
arcs, alors GL,(R) n’est pas connexe par arcs. En effet, 'image d’une partie connexe par arcs
par une application continue est connexe par arcs.

5. Norme d’algebre en dimension finie

On a vu en exercice dans le chapitre "Structures algébriques usuelles” qu’une algébre ne posséde pas
en général de norme d’algebre. Cependant, en dimension finie, ’existence d’une telle norme est garantie :

Proposition 50.

Soit A une algebre de dimension finie. Il existe une norme d’algebre sur A.

Soit || - || une norme sur A. Comme A est de dimension finie, on a £.(A) = L(A), donc la norme
subordonnée ||-||| aux normes || - | au départ et || - || & Parrivée est une norme d’algebre sur L(A)
d’apres le corollaire 1.

On consideére alors I'application ¢ : A — L(A) définie, pour a € A, par :

o(a) : b ab.

Par bilinéarité de la multiplication dans une algébre, ¢ est bien a valeurs dans £(A) et ¢ est une
application linéaire. De plus, ¢ est injective car, pour a € A, si p(a) =0, a = ¢(a)(1a) = 04.

Par suite, || - [laig := [[¢o(-)|| est une norme sur A et on a, pour tous a,b,c € A :
p(ab)(c) = (ab)e = a(be) = p(a)(be) = (p(a) o p(b))(c)
d’ott p(ab) = ¢(a) o p(b) et ainsi, comme ||-||| est une norme d’algebre :
llabllaig = lle(ab)ll = llv(a) o B < llp(a)ll-llv(a)lll = llallag- 6]l
Il en résulte que || - ||aig est une norme d’algebre sur A. O
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Exercice 31. Norme matricielle subordonnée

Soit n € N*. On considére 'espace vectoriel E = M,, 1(R) des matrices colonnes & n lignes muni
d’une la norme || - || et on note A = M, (R) Palgébre des matrices carrées d’ordre n. On pose,
pour Ae A:

AX
o, =sup { T2 1 x € B 0,0
X 1]
1. (a) Justifier, pour tout A € A, 'existence de ||A]|
(b) Montrer que pour tout A € A,

sub*

ANl = sup {IAX][ | X € E et [[X]| =1}

(c) Montrer que |||-|||s,, st une norme sur A.

2. (a) Montrer que pour tout A € A et pour tout X € FE

[AXI] < [l A - 1 X

(b) En déduire que [|A||,,, est une norme d’algebre sur A.

3. Soit A = (a;)1<ij<n € A. Donner une expression explicite de || Al|,,, dans les différents

cas suivants :
@ [-ll=1"llos
) -=1-1

sub

1. (a) Soit A € A, on pose A = {HIT‘;H” | X € E {0n,1}}.
Tout d’abord, I’ensemble A est bien défini car pour tout X € E~{0,1}, || X|| # 0 par

laxiome de séparation de la norme || - ||.

L’ensemble A est une partie de R et elle est non vide car E \ {0, 1} est non vide.
Montrons que A est majorée. Remarque : on pourrait montrer que X — AX est linéaire
continue et en déduire, comme pour la norme subordonnée étudiée dans une partie
précédente, que A est majorée. On propose ici d’utiliser [’équivalence des mormes en
dimension finie (ce qui est plus "économique” puisque la continuité des applications linéaires
en dimension finie repose sur ce fait!).

Comme FE est de dimension finie, | - || est équivalente & la norme infinie || - ||oo sur F
i.e., il existe ¢,C' > 0 tels que ¢|| “ oo < || | £ O - |loo-
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Ainsi, pour tout X = | 1 | € Ex{0,,1}, on a, en notant K = max;<j<p 22:1 laix| :

Ln

[AX]| < ClAX]le

<
< € ug Y
< 5
< € s Yoloal |
B S
= <maXZIazk|> X oo

laxi < “Xyx

Par suite :
lax] _

x| = ¢’
D’ou A est majorée.
Il en résulte que A est une partie non vide et majorée de R, donc elle possede une

borne supérieure ; ce qui justifie 'existence de ||| Alfl,,-

(b) Soit A € A. On note B = {||[AX|| | X € E et || X|| =1}. Alors, comme pour tout
X € E tel que | X|| =1, on a ||[AX]| = ”"ﬁ)‘(XHH, on a B C A. De plus, B est non
vide (méme démonstration que pour A), donc B admet une borne supérieure car un
sous-ensemble d’un ensemble majoré est majoré. Notons provisoirement s4 la borne
supérieure de B.

Toujours en conséquence de I'inclusion B C A, on a s4 < || Al|,,,- Montrons I'inégalité
dans l'autre sens. Soit X € E\ {0,,1}. On pose Y = ﬁ Alors ||Y|| =1 et on a, par

homogénéité de la norme || - || :

| AX]]

= [|AY] < sa
111

Ainsi, A est majoré par s4 et [|All,,;, étant le plus petit de ses majorants, on obtient
54 2 (1Al
Par suite, ||| Al||s,, = sa-

(c) Montrons que |-, €st une norme sur A. Soit A, B € Aet A € R.

— (Positivité). On a ||A = sup ” X| > 0.
(

b= 0 X C
H,_/
>0
— (Séparation). On suppose |[[|4]|,,, = 0. Alors, pour tout X € E, AX = 0, car
lAX]]

=S [1A[llsp = O. Par suite, A = 0, ; en effet, considérons (E;);e[1,n] est la base
canonique de E; la j-ieme colonne de A notée A; vérifie alors A; = AE; = 0,,1;
donc toutes les colonnes de A sont nulles, d’ou A est nulle.
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— (Homogénéité). On a, par les propriété de la borne supérieure et par homogénéité
de la norme || - || :

A ANl = sup  [AAX] = |A[. sup [IAAX]| = [A[.[|Al|
IX[=1 S—~— IX1=1
=IALlAX]|

sub*

— (Inégalité Triangulaire). On a, par les propriété de la borne supérieure et par in-
égalité triangulaire de la norme || - || :

A+ Blllgy, = sup

(A+ B)X|| < sup [|AX][|+ sup [[BX]| = [[|Allsup+IBllsub-
[X|=1~—~—— |IX]||=1 X [=1
<lAX|+1BX|
D’ott |-]l|sy, €st une norme sur A.

2. (a) Soit A € A. L’inégalité est bien vérifiée si X = 0,,1. Soit X € E avec X # 0, 1. On a:

[AX]| |AY]]
< sup = [l
XTI~ vz, Y

sub

d’ot |AX|| < [I|Alll gy -1 X1I-
(b) Soit A, B € A. Pour tout X € E, on a, d’apres la question précédente :

(AB)X|| = [ABX)|| < [ Alllsup- I BXN < ANl - [l Bl a1 X

sub“
Par suite, pour tout X # 0,1, on a :

[AX]
1]

< A 1B s

ot ainsi, [|Allyyp- | Bllgw est un majorant de {I=l | X € B\ {0,,1}}; or sa borne

supérieure [|AB||,,;, est le plus petit de ses majorants, donc :

Il ABIl g, < Il All -1 B

sub
3. Soit A = (a;)1<ij<n € A.
@) [ =1 lloo-
Z1
On a, pour tout X = [ | € M, 1(R) :
.
n
[Axles = moeme ;ai,j%‘
n
n

X0 < (o | Dbl | ) 11
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Dot || Alllgp < lrga<x Z la; ;| |- On note iy € [1,n] un indice pour lequel le maxi-

mum précédent est atteint i.e.

n n
Z |aio,;| = . Z (%]
j=1 - = Jj=1

et on note, pour j € [1,n], ¢; = {1 S% Qig,j = 0.
-1 siay,; <0
€1
Alors on a, pour X = [ : | € M, 1(R) :
En

n

n
|4 > Z =3 laiosl = max (S laigl | 2 14X
oo l| T v

Par suite, comme || X||oc = 1, on obtient :

n
1Al = max | > lai,
j=1

1<i<n
®) [-l=1"1
T
On a, pour tout X = | : | € M,,1(R) :
Tn,
n n
IAX] = > 1D aijz;
=il =
n n n n
< 3 lashel = 3 e <Z|am‘ )
i=1 j=1 j=1 i=1
—_———
s (Sl
n
< YERE
[AX ]l < (gﬁ; <2 aw|>> X1
1=

n
Dot || 4|y, < max (Z |ai,j>. On note jo € [1,n] un indice pour lequel le maxi-
i=1

sub — 1<j<n

mum précédent est atteint i.e.

n
3ol = (z w)
=1
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1 si Qg5 > 0

et on note, pour ¢ € |[1,n|, &; =
7p [[7 ]]7 K2 _1 Si a17j0<0

€1
Alors on a, pour X = | @ | € My, 1(R), ona || X||; =net:
En
n n
|AX]1 = > ijog;
i=1 =1 >
:‘ai,jo‘
n n
= Z |aid0|
i=1 j=1
n
= Z |ai,g,
j=1

laxl: = (rnx (;mi,ﬂ)).nxu

Par suite, on obtient :

n
14l = max. (Z |am'|>

i=1
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