Chapitre XV
Calcul différentiel
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Dans tous le chapitre, E, F' désignent des espaces vectoriels normés de dimension finie, respectivement
p et q. De plus, U,V désignent des ouverts de E et F respectivement.

Partie A

Introduction et rappels

Le but de ce chapitre est de généraliser ’étude des fonctions d’un intervalle R dans R aux fonctions
d’un ouvert de R? dans R. On souhaite donner un sens aux concepts de dérivabilité, tangente, etc... afin
de pouvoir déterminer les extrema de telles fonctions ou tracer leurs graphes par exemple.

1. Exemple

Exemple 1.

Considérons la fonction f : R? — R telle que :

) sin(y/22 + y?)
fi(z,y)— W

Son graphe G = {(z,y, f(z,y)) | (x,y) € R?} est une partie de R? :

2. Continuité

Définition 1. Rappel : continuité

Soit f : U — F une fonction et a € U. On dit que f est continue en a si :

Ve>0,36>0,VeeU, |z—allg<d=|f(z)—f(a)]<e.



Montrer qu’une fonction est continue en un point.

Soit f : U — R. Pour montrer que f est continue en a, il suffit tres souvent de :
e calculer |f(z) — f(a)|;

e Majorer |f(z) — f(a)| par K|z — a||* ot K, > 0 et la norme || - || sur E est choisie
judicieusement en fonction de I’expression de f.
Remarque : on peut choisir la norme que 'on veut car E est de dimension finie et donc
toutes ses normes sont équivalentes.

Exercice 1.

Montrer que les fonctions suivantes de R? dans R sont continues en (0,0) :

3,3
foy) = AT S @0 700

0 sinon

g(a:,y) =

0 sinon

{(a: +y)sin () st (@y) # (0,0)

Montrer qu’une fonction est n’est pas continue en un point.

Soit f : U — R. Pour montrer que f est n’est pas continue en a (étant donnée une valeur pour
f(a)), il suffit de déterminer une suite (u,)nen & valeurs dans E tels que u, —— a et

n—-+4oo
fun) » f(a).
Exercice 2.
Montrer que les fonctions suivantes ne sont pas continues en Og :
Y i xy + yz :
—2 _ si(a, 0,0 IR (a2 0,0,0
fay)=q 2% +y? )7 0.0 g(z,y,5)=q % + 2y2 + 222 (@,9,2) # ( )
0 sinon 0 sinon

Remarque 1.

Pour montrer qu'une fonction de U dans R n’est pas prolongeable par continuité en a, il suffit
donc de trouver deux suites (u,) et (v,) qui convergent vers a et telle que f(u,) et f(v,) ne
convergent pas vers une méme limite (ou que I'une des deux ne converge pas du tout!)

Exercice 3.

2 2

Déterminer le domaine de définition de la fonction f : (z,y) — et montrer qu’elle n’est

1‘2 + y2
pas prolongeable par continuité en (0, 0).



Partie B

Dérivées partielles

1. Dérivée suivant un vecteur

Définition 2.

Soit f : U — F une fonction, a € U et v € E. On dit que f est dérivable en a suivant u si

1
la fonction t — n (f(a+tu) — f(a)) admet une limite en 0. Dans ce cas, on note :

D, f(a) = lim + (f(a+ tu) ~ f(a)

t—0

et D, f(a) est appelée la dérivée de f en a selon u.

Exemple 2.
Soit f : R? — R telle que f : (z,y) — x? + 5xy>. Alors

D 1) f(2o,%0) = 20 + 5y3 + 15212,

Exercice 4.

Soit f: M, (R) — M,(R) tel que f(M)= M? et A,U € M, (R).
Déterminer la dérivée de f en A suivant U.

Définition 3. Dérivée partielle en un point
Soit B = (e1,...,ep) une base de E, f: U = Feta e U.

Soit j € [1,p]. On dit que f admet une j-éme dérivée partielle def en a dans la base B
si f admet une dérivée en a suivant e;. Dans ce cas, on note :

0;f(a) = D, f(a) ou encore if(a) = D.. f(a).
J amj J

Définition 4. Application dérivée partielle

Soit B = (e1,...,ep) une base de E, f: U - F et a e U.
Si f admet une dérivée partielle en tout point a de U, alors on appelle j-éme dérivée partielle



0
de f dans la base B I'application e f de U dans F telle que :
J

D P
8£Uj 8$j ’

Remarque 2.

Pour E = R? par exemple, et f : (z,y, 2) — f(x,y, 2) on notera

0 0 0

%fv aiyfa %f

les dérivées partielles suivant les vecteurs de la base canonique.

Exemple 3.

Pour f: (z,y,2) — (2%y,22% + ye?®) admet des dérivées partielles en tout point de R? et on a :

g _ 2x 2 _ 2 2x 2 . 2
8wf($7y72’) - (21‘y,2y€ )7 ayf(xaywz) - (.T , € )7 azf(m7y7z) - (073Z )

Exercice 5.

Calculer les dérivées partielles de f : R* — R suivant les vecteurs de la base canonique ot :

Ty + 2
1+1¢2

f(w7y’z’t) =

Exercice 6.

s s (0,y) = (0,0)
0 sinon

dérivées partielles en (0,0) suivant la base canonique.

On considére la fonction f : (z,y) — . Montrer que f admet des

Tout d’abord f n’est pas continue en (0,0) : en effet, on a :

#0:f(0’0)

1
% p—
n—+oco 2

N =

MEHE

f(/n,1/n) =

et (1/n,1/n) — (0,0).

+oo
Ainsi, f n’est pas continue en (0,0) (on peut montrer également qu’elle n’est pas prolongeable par

continuité : on aurait pu prendre n’importe quelle valeur pour f(0,0), f n’aurait pas été continue en



(0,0)).
Malgré cela, on va montrer que f possede des dérivées partielles dans la base canonique (eg, e3)
de R2.

On a,
SU(0,0) + ter) = £(0,0)) = $(F(1,0) ~ £(0,0) =0 0

Donc, par définition, f admet une dérivée partielle en (0,0) suivant e; et on a :

0
%f(oao) = De1f(070) =0.

Par un calcul similaire, on trouve que f admet une dérivée partielle en (0,0) suivant ey et que :
2 4(0.0) = D, 1(0,0) = 0
ay ) - €2 b - .

Ainsi, f admet des dérivées partielles en (0,0) dans la base canonique de R2... alors qu’elle n’est
pas continue en (0, 0)...

Remarque 3.

Attention ! Contrairement au cas des fonctions de R dans R, une fonction peut admettre des
dérivées partielles égales en un point mais ne pas étre continue en ce point! (voire la fonction
précédente)

2. Matrice jacobienne

Rappel :

Etant donné une fonction f : U — F et C = (eq,... ,€4) une base de F, on a la décomposition,
pour chaque = € U,

flz) =" fila)e;
ou les fonctions f; : U — R sont les applications composantes de f dans la base C.
Exemple : Soit f : R? — R? telle que :
f(z,y,2) = (@ + 9%, 2zy2).
Dans la base canonique de R2, les applications composantes de f sont :

fi(z,y,2) = 2 +y% et fa(z,y,2) = 2zyz.



Définition 5., Matrice jacobienne

Soit f : U — F une fonction, B,C des bases de F, F' respectivement et a € U.

On appelle matrice jacobienne de f en a dans les bases B et C la matrice notée J f(a) €
M, ,(R) telle que :

df1 of
o Txl(a) a—%(a)

st = (@) - :
J 1<i<p %(Q) %(a)

0z, Oxy,

Exemple 4.

Application de passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes
L’application ¢ : R% x R — R? définie, pour (r,0) € R x R, par :
o(r,0) = (rcos(#),rsin(0)),

admet pour matrice jacobienne en (r,#) dans la base canonique de R? :

5tr,0) = (Sl )

Exercice 7.

Calculer la matrice jacobienne dans les bases canoniques :
1. f:(z,y) = (x+y,2%y) en (z,y) puis en (0,0);

cos(zy)
14227

zge‘w) en (z,y,z) puis en (—1,7,0);

2. g:(z,y,2) — <

3. h:(z,y,zt) = (vy,yz, 2zt tx) en (z,y,2,t) puis en (1,1,1,1).

Exercice 8.

Donner la matrice jacobienne de I’application S de passage des coordonnées sphériques vers les
coordonnées cartésiennes dans la base canonique de R® au point (7,6, )



Partie C
Différentiabilité

1. Différentielle d’une application
a. Définitions

Définition 6. ) Différentiabilité locale

Soit f:U - FetaeU.
On dit que f est différentiable en a, s’il existe £ € L(E, F) telle que :

fla+h) = f(a)+ £(h) + o(]|h]]) quand h — Op.

Dans ce cas, on dira également que f admet un développement limité a ’ordre 1 en a.

Proposition 1.

Soit f:U — F et a € U. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

On suppose f différentiable en a. Alors f admet un développement limité a l'ordre 1 en a i.e. il
existe £ € L(E, F) tel que :

fla+h) = f(a) +£(h) + (IAlD)-

o
h—>0E

Comme F est de dimension finie, ¢ est une apllication linéaire continue sur F et donc en Og, d’ou
h—0g

Par suite, pour tout = dans un voisinage de a dans U, on a, par inégalité triangulaire :

@) = F@lr = 1@+ h) = F@lle < 1B+ o (Ihl) ——0

—0g

d’out f(x) —2 f(a) et donc f est continue en a. O
x a

Soit f: U — F et a € U.Si f est différentiable en a, alors il existe une unique application
te L(E,F) telle que :

fla+h) = f(a)+ £(h) + o(]|h]]) quand h — Op.




On suppose f différentiable en a. Soit ¢,¢' € L(E, F) tels que :
fla+h) = f(a) +£(h) + o(||h]]) et f(a+h) = f(a) + ¢'(h) + o(||R]])

Montrons que ¢ = ¢’ i.e. pour tout z € E, {(z) = ¢'(x).
Soit € E. Pour t € R*, on a h =tz — O quand ¢t — 0 et ||h]| = |[tz|| = |¢|.||z|. Par suite, on
a:
— _ /
fla+tx) = f(a) + (tx) +tgo(t) et fla+tz) = f(a)+ ¢ (tz) —I—tgo(t).

Ainsi, par linéarité de £ et ¢/ puis en effectuant la différence de ces deux égalités, on obtient :

t(l(z) — ' (z)) = L(tx) — O (tx) = t_0>0(t)

et donc :
Uz) =V (x) = 1) —
) (@) tgo( ) t—0 0
d’ott £(z) = l'(x).
Ceci étant vrai pour tous z € E, il en résulte que £ = ¢ ; ce qui prouve 'unicité. O

Le lemme précédent justifie la définition suivante :
Définition 7. différentielle en un point

Soit f:U — F et aecU. Si f est différentiable en a, on appelle différentielle de f en a et
on note df(a) I'unique application linéaire telle que :

fla+h) = f(a) + df(a)(h) + o(|[h[]) quand h — 0.

Exercice 9.

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F. Caractériser la différentiabilité de f en a en terme
de dérivabilité en a et donner dans ce cas une expression de df(a).

On commence par démontrer le lemme suivant :

Soit p : R = R. On a: ¢ € L(R, F) si, et seulement si, il existe un unique u € F tel que
QX TU.
Démonstration.
< S’il existe un unique v € F tel que ¢ : z — xu alors pour tout A\, u,z,y € R, on a
p(A\z + py) = (A\z + py)u = Mau) + p(yu) = Ap(x) + pp(y) done p € L(R, F).
= On suppose ¢ € L(R, F). On pose u = ¢(1) € F. Alors, pour tout € R, on a,
par linéarité de ¢,
o(x) = p(z.1) = zp(1) = zu;

d’olt ¢ : & — zu. Par construction, u = (1) est unique.




Ona:

f est dérivable en a
si, et seulement si,

h — w admet une limite ¢ € F quand h — 0
si, et seulement si,

il existe £ € F tel que M =0+ o (1)
h—0

si, et seulement si,
il existe £ € R tel que f(a + h) = f(a) + h.l + hoo(h)
—

si, et seulement si, (en vertu du lemme initial)

il existe L € L(R, F) tel que f(a+ h) = f(a) + L(h) + h00(|h|)
—
si, et seulement si,

f est différentiable en a.
Dans ce cas, on a donc :
df(a): hw L(h) = ht = h.f'(a)
Définition 8. | Différentiabilité globale
Soit f: U — F. On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en a pour tout
a € U. Dans ce cas, appelle différentielle de f sur U et on note df l'application de U dans

L(E, F) telle que :
df :xz— df(x).

b. Exemples

Exemple 5.
Soit f: U — F.
— Si f est constante en ¢ € F, alors f est différentiable sur U et df = 0.
— Si f € L(E,F), alors f est différentiable sur E et, pour tout a € E, df(a) = f.
Proposition 2.
Soit B = (ey,...e,) une base de E. Pour tout i € [1,n], la i-éme application coordonnée
pix = Z?zl xje; — x; est différentiable sur E.
Proposition 3. | Différentielle d’une application bilinéaire

Soit B : Fy X Es — F une application bilinéaire. Alors B est différentiable sur F; x E5 et on

10



a, pour tout (z,y) € By X By :

dB(z,y) : (h,k) — B(z,k) + B(h,y).

Soit (z,y) € Eq X Es. On a, pour tout (h,k) € E1 X Ej :
B(z+ h,y+ k) — B(z,y) = B(z,k) + B(h,y) + B(h, k).
Par linéarité des applications B(x,-) et B(-,y), Papplication £ : Fy; x Ey — F telle que :
L(h,k) = B(x,k) + B(h,y)

est linéaire.
De plus, £y x E5 étant de dimension finie, ’application bilinéaire B est continue sur E; X FEs.
Ainsi, il existe M > 0 tel que pour tout (h,k) € Eq X Es :

|B(h, k)|lr < M|[}||E, k]| £,
En considérant sur £y x Ej la norme produit |[(, k)|l = max(||h| g,, ||k| z,) on obtient :
1B(h, k)llF < M| hl|5, Ikl 2. < MII(h, k)12 = o ([I(h, k)lloo)
Ainsi, on a, pour tout (h,k) € Ey X 5 :
Bz +h,y+k) = Blz,y) = L(h, k) +o([(h, K]},

ou { est une application linéaire.

Il en résulte que B est différentiable sur Ey x Es et pour tout (z,y) € Eq X Es :

dB(z,y) =L : (h,k) — B(x, k) + B(h,y).

O
Plus généralement, on le résultat suivant :
Proposition 4. | Différentielle d’une application multilinéaire
Soit M : Ey X ... X E, — F une application multilinéaire. Alors M est différentiable sur

E; x...x E, et on a, pour tout (z1,...,2,) € B1 X ... x E, :

dM(xl,...,xn) : (h17-~-7hn) — ZM(.]Zl,...,Ii_l,hi,l‘i+1,...,$n).
i=1

Exemple 6.

Soit E un espace de dimension finie et B une base de E. L’application detg est différentiable sur
E.

11



c. Exercices

Méthode : calculer une différentielle.
Pour montrer quune fonction f : U — F est différentiable en a € U et calculer df(a) avec la
définition :

e on calcule f(a+ h) — f(a);

e on "récupere” de ce calcul un partie ¢(h) qui dépend linéairement de h;

e on montre que f(a+ h) — f(a) — £(h) = o(||h])-

Exercice 10.

Soit n € N* et f: M, (R) — M,(R) telle que f : M ~ M?. Montrer que f est différentiable sur
M, (R) et calculer sa différentielle.

Exercice 11.

Soit n € N*, A € R et Montrer que Papplication exp : M +— exp(M) est différentiable en A = I,
et calculer sa différentielle.
Remarque : en fait, on peut montrer que exp est différentiable sur My (R) - mais comme en général, A et H ne

commutent pas, ce nest pas aussi simple que dans le cas précédent.

On considére une norme || - || sous-multiplicative sur M, (R). Soit H € M, (R). Comme A = I,
A et H commutent, exp(A + H) = exp(A) exp(H). Ainsi, on a :
=S =
exp(A + H) — exp(A) = exp(A)(exp(H) — In) = exp(A) } <7 = exp(A)H + exp(4) > -
k=1 k=2

L’application ¢ : H — exp(A)H est linéaire et on a :

+00 11k k=2
H 2 H
2 || = HH Z
k=2
= || H ||k
< |lH|? 27
+00 prk =2
H IIHII
SLS RN SEL
k=2
| H|2el 5l 1]
et amz i = 1., (IHI) car Z=rm— = [l S 0.

Par Su1te, exp est différentiable en A = \I,, et comme exp(A4) = exp(\l,,) = e*,,, on a, pour
tout H € M, (R) :
dexp(A)(H) = exp(A)H = ¢ H.

12



Exercice 12.

Soit n € N* et || - || une norme sous-multiplicative sur E = M, (R).
1. Soit A € E telle que [|4] < 1.

(a) Montrer que > A* converge.

(b) Mountrer que I,, — A est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que la fonction f : GL,(R) — E définie, pour M € GL,(R), par f(M) = M~1
est différentiable sur GL,,(R) et déterminer sa différentielle en tout point.

1. Soit A € E telle que || 4| < 1.

(a) On a, pour tout k € N, ||A*|| < ||A||* qui est le terme général d'une série géométrique
convergente car ||A|| < 1, d’ot1, par comparaison, . A* converge absolument et donc
converge.

(b) On remarque que :

“+oo “+o0 +oo
(In—A)) AF=>"AF - At =1,
k=0 k=0 k=0

donc I,, — A est inversible d’inverse Z::a Ak,

2. Soit M € GL,(R) et H € E tel que |[M~1H| < 1. Alors M + H est inversible; en effet,
ona M+ H = M(I, + M—'H), or M est inversible et I,, + M~'H 1'est aussi d’apres
la question précédente avec A = —M 'H; d’ott M + H est inversible comme produit de
matrices inversibles.

Ainsi, f(M + H) est bien défini, et on a :

fIM+H) —fM) = (M+H)™-M1
= ((In+M1'H)-L)M?

(g

— (Jio(—MlH)k> Mt

k=1

f(M+H)—f(M) = -M*HM™'+ (f(—MlH)’“> M1
k=2

e(H)

Par propriétés du produit matriciel, ’application £ : H — —M "' HM ! est linéaire.
De plus, pour tout H € E tel que |H|| < |[M||,ona [|[M~1H| < |[M~Y|.|H| <1 (ezercice :

13



montrer cette affirmation) et :

+oo
le(E) < > [(M~ H)¥|
=2

+o00
_ 2 _ k
< (IMYLED TS (I H])
k=0
Pk
le(E)| < |H|? i
1— [M-T.]H]
L Jle(E) MY [Pl
par suite, ———— < || H||. 0
Er < T ET s

Ainsi, pour tout M € GL,(R), pour tout H € E tel que ||[H|| < |M]|, on a
f(M+ H) = f(M)+ M) + o(||H]|) avec ¢ linéaire; donc f est différentiable sur G,,(R)
et :

df(M): Hw— —M'HM™.

2. Différentielle et dérivées partielles

Proposition 5.| Différentielle et dérivée suivant un vecteur

Soit f: U — F et a € U. Si f est différentiable en a, alors f admet une dérivée en a selon tout
vecteur de u et on a :

Dy f(a) = df(a)(w).

On suppose f est différentiable en a. Alors, pour tout h € E tel que a4+ h € U, on a :

fla+h) = fla) = df(a)(h) + o ([[])-

|All—0

Soit u € E N {0g} (le cas u = O est trivial : toute fonction est dérivable suivant O de dérivée
égale a Op.

On remarque alors que, pour un réel ¢ strictement positif, ||tu|| — 0 si, et seulement si, t — 0;
ainsi, en utilisant la formule précédente appliqué a h = tu, on obtient :

fla-+tw) - f(@) = df(@)(t) + o (tul) = t.dF(@)(w) + 0 (1)

0
Ainsi, .
S(flattu) — f(@) = df(@)(w) + o (1) — df(@)(u).

Il en résulte que f admet une dérivée en a suivant h et que :

D, f(a) = im + (F(a -+ tu) — f(a)) = 4 (a) )

14



Proposition 6. | Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:U = F,aecU et B=ey,..,ep,) une base de E.
Si f est différentiable en a, alors, pour tout h = Z§=1 hje; € E,on a :

P
:z:: 337]

On considére une base B = (ey, ...,e,) de E. Comme f est différentiable en a, d’apres la propo-
sition 5, f admet des dérivées en a suivant chacun des e; et on a :

g;;w = D, f(a) = df(a)(e;)-

Ainsi, pour h = 3"_, hje; € E, on a, par linéarité de la différentielle :

A (@) = 4fa) [ Y hye; Zh Ar(@)(es) = Y- by gta).

Corollaire 1. Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:U — F,aeU et B=(e1,...,,),C = (£1,...,&4) des bases de E et F respectivement.

Si f est différentiable en a, alors :

Matg c(df(a)) = Jf(a).

ot Jf(a) est la matrice jacobienne de f en a dans les bases B et C

3. Opérations sur les applications différentiables

Proposition 7.| Linéarité

Soit A,y €R, f,g:U — Fetaecl.
— Si f et g sont différentiables en a, alors Af + g est différentiable en a et on a :

d(Af + ng)(a) = Adf(a) + pdg(a).

— L’ensemble des applications différentiables en a (resp. sur U) est un espace vectoriel.

15



Proposition 8. | Produit d’applications différentiables a valeurs réelles

Soit f,g: U - RetaeU.

Si f et g sont différentiables en a, alors fg est différentiable en a et on a :

d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a).

On suppose f et g différentiables en a. On a, pour tout h € FE tel que a+h € U :

(fg)a+h)—(fg)(a) = fla+h)gla+h)— f(a)g(a)
= (f(a) + df(a)(h) + o([[h]]) (9(a) + dg(a)(h) + o([|R]])) — f(a)g(a)
= g(a)df(a)(h) + f(a)dg(a)(h) + (f(a) + g(a))o(||h]])
+(df(a)(h) + dg(a)(R)o([[hl]) + df(a)(h)dg(a)(R) + o([|h][*).

De plus, comme E est de dimension finie, df(a) et dg(a) sont des applications linéaires continues,
donc on a :

|df(a)(h) + dg(a)(h)| < [df(a)(R)] + [dg(a)(R)] < ([l df (@)l + Il dg(a)[I)-[|7]

et
|df (a)(h)dg(a)(R)| = |df(a)(h)|.| dg(a)(R)| < (Il df (a)[l.[I dg(a)lI})]|P]?

d’ou :

(df(a)(h) + dg(a)(h))o(||n])) + df(a)(h)dg(a)(h) = o([|h]|*).
Ainsi :

(fg9)(a+h) = (f9)(a) = g(a) df(a)(h) + f(a)dg(a)(h) + (f(a) + g(a))o(l|hl]) + o[|A]*);
=o(||hl))

et donc :

(f9)(a+h) = (fg)(a) + £(h) + o([[h]])

avec £ = g(a) df(a)+ f(a)dg(a) € L(E,R) comme combinaison linéaire des applications linéaires
df(a) et dg(a). Par suite, fg est différentiable en a et :

d(fg)(a) = g(a) df(a) + f(a) dg(a).

Proposition 9.

Les applications polynomiales sont différentiables sur E.

Proposition 10.| Régle de la chaine

Soit f: U —=F,g:V — G tellesque f(U)CVetaelU.
Si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et
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on a:

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

On suppose f différentiable en a et g différentiable en f(a). Comme df(a) est une application
linéaire continue sur E car E est de dimension finie, pour h € E et h' = df(a)(h) + o(]|h]]), on

a h’' ﬁ O0p, donc, U et V étant des ouverts de E et F' respectivement, il existe un voisinage
—UE

de a tel que, pour tout h dans ce voisinage, a+h € U et f(a) +h' € V et on a :

(gof)lat+h)=(gef)lae) = g(fla+h))—g(f(a)
= g(f(a) + df( )(h) +o(||2]])) — 9(f(a))
= g(f(a) + 1) —g(f(a))
= dg(f(a))(h’)+0(||h’|\F)
(gof)la+h)=(gof)(a) = dg(f(a))(df(a)(h))+ dg(f(a))(e(|l))+ o(lIM']|F)-

Or, d’une part, par continuité de 'application linéaire dg(f(a)) en Op (car F est de dimension

finie), on a :
dg(f(a))(o(llRl]) = [[Rll dg(f(a))( o(1) ) = o(|[R]);
—— ~—~ ——
dans F dans I dans G

et, d’autre part, comme df(a) est une application linéaire continue sur E, pour tout z € E,
[df(a)(@)llr <l df(a)ll-Iz]l, d’on, comme k" = df(a)(h) + o([|Al]) :

1K1l < (Il df (@)l + o(1)).[|A]

et donc, dans espace G, o(||h/||r) = o(||h]])-

Par suite, on a :

(9o fila+h)=(ge f)a)+ (dg(f(a)) o df(a))(h) + of[|])-

L’application dg(f(a)) o df(a) étant linéaire comme composée d’applications linéaires, g o f est

différentiable en a et :
d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

Exercice 13.
Soit n € N* et E = M, (R). Montrer que lapplication ¢g : E — R définie, pour M € E, par
g(M) = Tr(M?) est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point.
Corollaire 2. Jacobienne d’une composée

Soit f:U — F,g:V — G telles que f(U) C V,a € U et B,C,D des bases de E,F,G
respectivement.
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Si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors :

J(go f)la) = Jg(f(a)) x Jf(a).

Exercice 14.

Soit f: (x,y) — (y,m,2 +y) et g: (z,y,2) — (2% + 2, 2?). Montrer que g o f est différentiable
sur R? et déterminer sa différentielle en tout point de R? de deux maniéres : en calculant g o f
et avec le produit des matrices jacobiennes.

Proposition 11.| Différentielle d’une inverse

Soit f:U - RetacU.
Si f est différentiable en a et f(a) # 0, alors % est différentiable en a et :

()10 g

Exercice 15.

Justifier que f : (z,y) — Qi 5 est C sur U = R? ~ {(0,0)} et déterminer sa différentielle
€T )

sur U. Est-elle différentiable en (0,0) ?

Exercice 16.

On suppose E euclidien. Soit f : E — R telle que f : x — m Montrer que f est différentiable
sur F et déterminer sa différentielle.

4. Fonctions de classe C*!
a. Définition et premiers exemples

Définition 9.) Fonction de classe C!

Soit f : U — F. On dit que f est de classe C' sur U si f est différentiable sur U et df est
continue sur U.

Exemple 7.

Soit f: U — F.

— Si f est constante en ¢ € F, alors f est de classe C! sur U.
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— Si f € L(E,F), alors f est de classe C! sur E.

Exercice 17.

On suppose que E est un espace euclidien. Soit f : z + [|2]|.

1. Montrer que f est différentiable sur E et déterminer sa différentielle.

2. En déduire que f est de classe C* sur E.

1. On a, pour tous a,h € FE,
fla+h) = f(a) = (a+ hla+h) — (ala) = 2(a|h) + [|2]|?

On pose £ : h +— 2(alh). Alors £ est une application linéaire de E dans R par linéarité du
produit scalaire par rapport a la deuxiéme variable et :
1512
172

= [[3] ——0
—>0E

et d’ou f(a+h) = f(a)+2(alh)+o(||k||) et donc f admet un développement limité a ’ordre
1l en a.
Il en résulte que, pour tout a € E, f est différentiable en a et on a df(a) =€ : h — 2(alh).

Ainsi, f est différentiable sur F et df : a — df(a): h— 2(alh)

2. Montrons que df est continue sur F (dans £(E,R)). On remarque que, pour tout a,b,h € E
et A, u € R, par linéarité du produit scalaire par rapport a sa premiere variable :

df(Aa + ub)(R) = 2(ha + ublh) = A x 2(alh) + i x 2(b|k) = Adf(a)(h) + pdf (b)(h)

et donc df(Aa+ ub) = Adf(a)+ pndf(b). Ainsi, df est une application linéaire définie sur
FE qui est de dimension finie, donc df est continue sur E.
Par suite, f est de classe C! sur E.

b. Opérations sur les fonctions de classe C!

Proposition 12.

L’ensemble C*(U, F) est un espace vectoriel.

Question 1.

De quelle structure peut-on munir 'ensemble C1 (U, R) ?
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Proposition 13.)

Soit B = (ey,...e) une base de E. Pour tout ¢ € [1,n], la i-éme application coordonnée
T = Z?:l zje; — x; est de classe C* de E dans R.

Démonstration.

L’application ¢; est linéaire et donc de classe C! sur E (voire exemple 7). O

Théoréme 1. Applications polynomiales

Les applications polynomiales sur E sont de classe C! sur E.

Démonstration.

Une application polynomiale sur E est de classe C'! sur £ comme combinaison linéaire de produits
d’applications coordonnées qui sont de classe C! sur E d’aprés la proposition 13. O

Exercice 18.

Justifier que les applications suivantes sont de classe C' sur E et déterminer leurs différentielles.

1. f:(z,y) = (2> +y)? et E=R2%
2. g:(2,y,2) > a3+ 93+ 22 +ayz et E=R3.

(Proposition 14.)

Soit f: U — F, g:V — G telles que f(U) C V. Si f est de classe C* sur U et g est de classe
C' sur V, alors g o f est de classe C! sur U.

'(Proposition 15.)

Soit f:U — R. Si f est C! et ne s’annule pas sur U, alors % est C! sur U.

c. Théoréme fondamental

Théoréme 2.) Théoreme fondamental

Soit B = (e1,...,ep) une base de E et f: U — F. On a I'équivalence suivante :

i) la fonction f est de classe C* sur U.
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0
ii) les dérivées partielles a—f sont définies et continues sur U.
Zj

Exercice 19.

4+y4

~——2~ admet un prolongement C' sur R?.
72 + y2

Montrer que la fonction f : (x,y) —

5. Arcs paramétrés et dérivées le long d’un arc

a. Arc paramétré

Dans ce paragraphe, I désigne un intervalle non vide de R.

Définition 10.| Arc paramétré
Une fonction v : I — E est appelé arc paramétré et on appelle support de v I'image v(I) de
5.

Exemple 8.

1. Cercle : L’arc paramétré v : ¢t — (cos(t),sin(t)) a pour support le cercle de centre (0,0) et
de rayon 1 :

2. Cycloide : L’arc paramétré v : t — (¢t — sin(¢), 1 — cos(¢)) a pour support :

NNV VY

3. Trifolium : L’arc paramétré « : ¢ — (cos(2t) — cos(t), sin(2t) + sin(¢)) a pour support :
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1—¢2 1-—1¢2

4. Folium : L’arc paramétré v : ¢ — (m7 tm

) a pour support :

b. Opérations le long d’un arc

Proposition 16.| Dérivée le long d’un arc

Soit f: U — F et v: I — U un arc paramétré tel que y(I) C U.

— Soit tg € I. Si f est différentiable en ~y(tg) et -y est dérivable en tg, alors f o~y est dérivable
entgetona:

(f o) (to) = df(v(to)) (7 (to))-

— Si f et v sont de classe C'! sur respectivement U et I, alors f o est de classe C! sur I.

— D’apres la proposition 10, f o~y est différentiable en ty et donc, d’apres 'exercice 9, f o~y
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est dérivable en t( et, pour tout h € R :
h.(fov)(te) = d(fo7)(to)(h)
= (df(v(to)) o dy(to))(h)
(v(t0))(d(to) (h))
(7(t0)) (h-v'(
)

df
df )
= h.df(y(to)) (' (o))

(
( ¥ (to
v (t

et donc, pour h =1 € R, on obtient (f o) (to) = df(v(to0))(¥ (to))-

— Cela découle directement de la proposition 14.

Corollaire 3.

Soit f:U — F, a,u € E et v : I — U arc paramétré définie, pour ¢t € R par v(t) = a + tu. Si
f est différentiable sur U, alors, pour tout t € I :

(f o) (t) = df(v(t))(u).

Proposition 17.| [ntégration le long d’un arc

Soit a,b € U et f : U — F une fonction de classe C* sur U. Pour tout arc paramétré v : [0, 1] —
U de classe C! sur I tel que v(0) = a et v(1) = b, on a :

F(b) - f(a) = / Af(4(B)(7 (1)) dt.

Soit v : [0,1] — U un arc paramétré de classe C! sur I tel que v(0) = a et (1) = b. Alors,
d’apres la proposition 16, f o~y est dérivable sur [0,1] et on a, pour tout ¢ € [0,1] :

(fon) () = df (¥ (' (1))

Ainsi, d’aprés le théoreme fondamental de I’analyse, on a :

1 1
/ A @) dt = / (f on)(t) dt

0

/0 df () ®)dt = f(b) - f(a).
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Corollaire 4.

Soit f: U — F. Si U connexe par arcs alors :
la fonction f est constante sur U si, et seulement si, df = 0.

Remarque 4.

Si U n’est pas connexe par arcs, I'implication réciproque est fausse en général : par exemple, si
U =]0,1[ U ]2, 3], la fonction qui vaut 0 sur ]0,1[ et 1 sur ]0, 1[ n’est pas constante sur U mais
est différentiable sur U de différentielle nulle sur U.

6. Vecteurs tangents a une partie

Définition 11.| Vecteur tangent

Soit X une partie de E et x un point de X.
— Soit v € E un vecteur. On dit que v est tangent & X en =z s'il existe ¢ > 0 et
v :] —€,e[— X un arc paramétré dérivable en 0 tel que v(0) = z et 7/(0) = v.

— On note T, X 'ensemble des vecteurs tangents a X en z.

Remarque 5.

Si pour v dans F, il existe un arc défini sur R ou, plus généralement, sur un intervalle dont
0 est un point intérieur, dérivable & 0 avec y(0) = z et 7/(0) = v, alors v est tangent & X en
x : en effet, il suffit de restreindre Parc & un intervalle de la forme | — €, e[ pour satisfaire a la
définition.

Exemple 9.

— Pour tous X C F et x € X, Og appartient a T, X.

— Soit V un sous-espace affine de E dirigé par un sous-espace vectoriel V de E. Alors, pour
toutz € V, T,V =V.

— On suppose euclidien et on pose S = S(0g, 1) la sphere unité de E. Alors, pour z € S,
T8 = {z}*.

Remarque : tres souvent, pour déterminer un plan tangent, on comjecture son expression puis on

raisonne par double inclusion.
— On considere ’arc v constant en x de R dans E : il est dérivable sur R de dérivée nulle,

son image est inclus dans X car z € X et y(0) =z, 7v/(0) = 0g. Dot 0g € T, X.

— % Montrons V C T, V.
Soit v € V. On pose v : t — x +tv € V. Alors 7 est de classe C* sur R donc dérivable
sur 0 et a valeurs dans V; de plus v(0) = z et v/(0) = v car 7' est constante en v. Par

suite, v € T, V.
* Montrons T,V C V.
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Soit v € T, V. Alors il existe € > 0 et un arc 7y ;| —e,e[— V tel que v(0) = z et TV (0) = v.
Pour tout ¢ €] — ¢,¢[ avec t # 0, comme v(t),7(0) € V, la combinaison linéaire :

1(’Y(t) -7(0)) = %’y(t) — %7(0) appartient & V.

Or E est de dimension finie, donc le sous-espace vectoriel V est fermé dans E (pour
n’importe quelle norme et donc celle qu’on s’est fixée au départ). Par suite, par caractérisation
séquentielle des fermés (quitte a prendre une suite ¢,, tendant vers 0) :

Ainsi, par double inclusion, on a T,V = V.

— % Montrons {z}+ C T,,S.

Soit v € {z}*. On pose g : t = x + tv. Alors g & valeurs dans E \ {0z} : en effet, pour
tout ¢t € R, d’apres le théoreme de Pythgore, on a :

lg@®11* = llz + tol|* = [l2]* + [tlllv*]| > 0 car [l]| = 1.

Ainsi, 'arc vy : t — % est bien défini sur R. Montrons que v est dérivable sur R et
donc en 0.

Onay=gx(pog) ol ¢ = ﬁ = ()72 o] - ||2 est différentiable sur E ~ {0g} d’olt
o g est dérivable sur R d’apres la proposition 16 et donc «y est dérivable sur R comme
produit de fonctions dérivables sur R.

De plus, on a, pour tous a,h € E avec a # 0p :

do(@(B) = (d0O)-A(lel?) o dll- IP(a))(B)
=~ Llall . (2(alh))
dela)(t) =

Ainsi, on a, d’apres la proposition 16 et comme (z|v) =0 :

(pog)(t) = df(g®))(d'(t) = —Tﬁit;ﬁj}g == ||mtf|t|j||3~
Par suite, comme ||z|| = 1,
Y(0) = g'(0)¢(g(0)) +(0)(¢ © g)'(0)
= vy +2.0
Y(0) = v

Ainsi, 'arc 7 est dérivable en 0, ¥(0) = z et 7/(0) = v; dov v € T, S.
x Montrons T,,S C {x}+.
Soit v € T,,S. Alors il existe € > 0 et un arc v :] —¢g,e[— S tel que v(0) = z et v/ (0) = v.
Montrons que (z|v) = 0.
Comme Im(y) C S, la fonction f : t + ||y(¢)||* est constante sur | — ¢,¢[ et donc
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dérivable, de dérivée nulle en 0. Ainsi, v étant dérivable en 0 et || - ||* est différentiable
sur F, on a, d’apres la proposition 16 :

0= f'(0) = dl - [(+(0))('(0)) = 2(x(0) |7 (0)) = 2(=[v).

Donc v € {z}.
Ainsi, par double inclusion, on a 7,5 = {z}+.

7. Fonctions de classe C¥
a. Dérivées partielles successives

Définition 12.
Soit f:U — F, B=(e1,...,ep) une base de E, a € U, k € N* et j1,...,jx € [1,p].

Sous réserve d’existence, on appelle dérivée partielle partielle de f d’ordre k selon les
indices (j1,...,jk) le vecteur D, (D;,(...(D,, f(a))...)) et on note :

ok f

0xj,...0%;,

= D}, (Dy, (D, f(@))..0).

Exercice 20.

Calculer les dérivées secondes dans la base canonique de f : (z,y) — (22y, e®¥+1).

b. Fonction de classes C*

Définition 13.
Soit f : U — F. Pour k € N*, on dit que f est de classe C* sur U si les dérivées partielles de

f d’ordre k existent et sont continues sur U.

Si f est de classe C* sur U pour tout k € N*, alors on dit que f est de classe C> sur U.

Proposition 18.| Opérations sur les fonctions de classe C*

Soit k € N*U{oo}. Les sommes, composées, produits (avec F' = R pour le produit) de fonctions
de classe C* sur U sont de classe C* sur U.

Théoréme 3.

Applications polynomiales

Les applications polynomiales sur E sont de classe C*° sur E.
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c. Théoréme de Schwarz

,(Théoréme 4.) Théoréme de Schwarz

Soit f: U — F de classe C% sur U et B = (ey, ..., €,) une base de E. Pour tout i,j € [1,p], on
a:

02 f 82 f

89@8@» - (91']5.’El

Exercice 21.

of 0
Déterminer s’il existe une fonction f : R? — R de classe C? sur R? telle que V = (a—f, 8_{> :
z
et dans ce cas, déterminer f :
L V:(z,t)— (at?, —at)

2. Vi(m,t) — (22t, 2% + t).
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Partie D

Fonctions numériques

Dans cette partie E désigne un espace euclidien et on note (+|-) son produit scalaire.

1. Gradient
a. Définition et premiéres propriétés

Soit f:U — Ret a e U. Si f est différentiable en a, il existe une unique vecteur v € E tel que,
pour tout h € E :

df(a)(h) = (ulh).

Définition 14.| Gradient d’une application numérique

Soit f: U — RetacU.Si f est différentiable en a, on appelle gradient de f en a et on note
V f(a) P'unique vecteur de E tel que, pour tout h € E :

df(a)(h) = (Vf(a)[h).
Proposition 19.

Soit f: U — R. Si f est de classe C! sur U, alors Vf : x — V f(x) est continue sur U.

Proposition 20.
Soit f:U — R, B=(e1,...,e,) une base de E et a € U. Si f est différentiable en a alors :
p
of
Vf(a) = ; 37%(@)%

En particulier, si £ = RP muni de sa base canonique :

Vf(a) = ((gi(a),...,(ii)(a)).
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Exercice 22.
Justifier que f : (z,y) — y*(y? — x) est différentiable sur R? et déterminer le gradient de f en

tout point de R2.

b. Opérations et gradient

Proposition 21.

Soit f,g: U — R. Si f et g sont différentiable sur U alors on a :
— V(f+9)=Vf+Vy;
— V(fg9) = fVg+gVf;
— pour ¢ : I — R dérivable sur I et telle que f(U) C I,

V(pof)= (¢ 0 f)VS;

1 1
v (f) vt

— si f ne s’annule pas sur U,

c. Interprétation géométrique

Proposition 22.

Soit f : U — R et a € U. On suppose que f est différentiable en a et que Vf(a) # 0.
Alors la fonction h +— Dy, f(a) restreinte & la sphére unité de E admet un unique maximum en

1
"o = W @

On a, pour tout h € Sg = {u € F | |lu|]| = 1}, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Dnf(a) = df(a)(h) = (VF(a)|h) <[Vf(a)||a] = IV f(@)]-

avec égalité, si, et seulement si, h est colinéaire et de méme sens que V f(a)

Par suite, h — Dy, f(a) admet un maximum en hy = —————V f(a). O

IVF(a)ll

2. Vecteurs tangents d’une fonction numérique

Exemple 10.

Soit U un ouvert de R2, f : U — R une fonction de classe C! sur U.
Pour X =Gy C R3 le graphe de f et My = (20, ¥0,20) € X, on a, en considérant R? muni de son
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produit scalaire canonique :

T X = it ot n = (2 (an, o), I o, o), 1)

De plus, pour g : (2,4,2) — f(z,y) — 2 ona X = {(2,49,2) € U x R | g(z,y,2) = 0} et

Vg(My) =n d’ou :
Tay X = {Vg(Mo)} = Ker(dg(Mp)).

* Montrons {n}*+ C Ty, X.
Soit v = (vg,vy,v,) € {n}*. On considere g : t — (20, Y0) + t(vs,vy). Alors (zo,y0) € U
car My € Gy et comme U est ouvert, il existe € > 0 tel que, pour tout t €] —¢,¢[, g(t) € U.
On pose, pour t €] —¢,e[, v : t = (g(t), f(g(t)). Comme gj_. [ est & valeurs dans U, ~y est
bien défini sur | — ¢, ¢ et & valeurs dans X = Gy = {(a, f(a)) | a = (z,y) € U}.
De plus, v est dérivable sur | — ¢, ¢[ car ses coordonnées le sont : g est dérivable sur | — ¢, €]
et f est différentiable sur U d’ott g et f o g sont dérivables sur | — ¢, ¢].

Dé plus, on a :
— 7(0) = (9(0), £(9(0))) = (w0, Yo, f (w0, Y0)) = My car, comme My € Gy, zo = f(z0,Yo)-
— 7'(0) = (4'(0), (f29)'(0)) = (va, vy, (f29)'(0)). Or, on remarque que, comme (n|v) = 0,

on a :
of

0
@(xo,yo)vz 4 —f(xo,yo)vy —v, =0

dy
d’ou :

(fog)(0) = df(g(0))(g'(0))
= df(xo,y0)(vz, vy)

= (V£(z0,90)|(ve, vy))

of of
= %(5007310)% + 87/(93073/0)%

(fog)(0) = v

et ainsi, 7/(0) = v.

Par suite, v € Ty, X. D’ott {n}*+ C Thy, X.

* Montrons T, X C {n}+.
Soit v = (vg, vy, V) € Th, X. Alors, il existe € > 0 et v :] — e,e[— X dérivable en 0 et tel
que v(0) = My et v/(0) = v.
Comme 7 est & valeurs dans X, pour tout ¢ €] — ¢, ¢, il existe g(t) = (z(t),y(t)) € R? tel
que () = (g(t), f(9(t)).
Comme v définie sur | — e, e[ et dérivable en 0, ses applications coordonnées le sont et donc
g et f o g sont définies sur | — €, e[ et dérivable en 0. De plus, comme f est différentiable
sur U, g est a valeurs dans U et dérivable en 0, on a :

Mo = (20, Y0, 20) = 7(0) = (9(0), f(9(0)),

puis, en utilisant le calcul de (f o g)’(0) de I'inclusion précédente :

0= (001 ,02) =7'(0) = (600 29)'(0) = (0035 52 030} + G .0y ).
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Ainsi,

of of of of
(TL|U) - %(‘TanO)Ux + @(x07y0)vy - (ax(x07y0)vx + aiy(x()a yO)Uy = 07
et donc, v € {n}*. Par suite, Ty, X C {n}=.

Ainsi, par double inclusion, on a Ty, X = {n}+.

Exercice 23.

Soit f : R — R une fonction de classe C' sur R et x5 € R. Montrer que I’ensemble des vecteurs
tangents & Gy en (zo,yo) est égal & la droite vectorielle qui dirige la tangente de f en .

En fait, le résultat final de ’exemple précédent représente la ”regle” comme on va le voir avec le

théoreme suivant. Sa démonstration, plus précisément, la démonstration de 'inclusion "noyau de la dif-
férentielle C vecteurs tangents” repose sur le fait qu’on peut toujours mettre localement une équation
g(z1, ..., z,) = 0 sous la forme x,, = f(x1,...,m,_1) avec f est classe C! lorsque g est de classe C! et que
sa différentielle en (x4, ..., 2,) ne s’annule pas. Il s’agit du théoréme des fonctions implicites dont la
démonstration est hors programme ; on admet donc ce théoréme ici.

Soit g : U — R une fonction de classe C! sur U, X = {y € U | g(y) = 0} ensemble des zéros
degetzeX.
Si dg(z) # 0, alors :

T.X = Ker(dg(z)) = {Vg(z)}*.

Corollaire 5.

Soit S une surface de R? d’équation S : g(z,y,2) = 0 ot g est de classe C'* sur R3 et (g, yo, 20) €
S. Si Vg(zo,y0,20) # (0,0,0), alors T4, 0,2,)S est un plan vectoriel d’équation :

0 0 0
Tlzo,y0,20)S afggc(xovyo, 20).(x — x0) + afg(xo,yo, 20)-(y — yo) + £($07y0, 20).(z —20) = 0

Remarque 6.

Ce corollaire est se généralise directement en remplacant R? par R™ avec n > 2.

Exercice 24.

Déterminer une équation du plan tangent a S en un point My = (xo, yo, 20) € S pour :
1. S le paraboloide d’équation S : z = 22 + 3.

2. S la sphére unité euclidienne;
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3. S le cone de droite génératrice Vect(1,0,1) en (0,1,1).

1.OnaS: g(z,y,2) =0o0ug: (v,y,2) — x? + y> — 2. Alors g est polynomiale et donc de
classe C'! sur R3. De plus, on a :

VQ(MO) = (2330722407 _1) 7& (07070)a
d’ou :
Tr,S : z =20+ 2x0(x — x0) + 2y0(y — o).

2.0naS: g(r,y,2) =00ug: (z,y,2) = 22 + 3% + 22 — 1. Alors g est polynomiale et donc
de classe C* sur R®. De plus, comme pour tout My € S, || Mpl|2 = 1 et donc My # (0,0,0),
on a :

Vg(Mo) = (21}072y0722’0) 7é (0,070),

d’ou :
TS & o(z — o) + Yo(y — Yo) + 20(2 — 20) = 0.

3.0OnaS: g(x,y,2) =00l g: (v,y,2) = 2% +y? — 22. Alors g est polynomiale et donc de
classe O sur R3. De plus, comme pour tout My € S avec My # (0,0,0) :

v.g(MO) = (21:07 23407 _220) 7é (07 07 O)a

d’ou :
TS ¢ 20(z — 20) = zo(x — 20) + Yo (¥ — Yo)-

Ainsi, en My = (0,1,1), on a :
T(O,l,l)S C2=Y.

Ainsi :
Tio.1.1)S = Vet((0, 1,1, (1,0,0)).

3. Approximation au second ordre et matrice hessienne

Dans ce paragraphe, on considére une base B = (ey, ..., e,,) de E.

a. Formule de Taylor-Young au second ordre

,(Théoréme 6.) Formule de Taylor-Young au second ordre

Soit f : U — R une fonction de classe C2 sur U. Pour tout a € U, on a pour h = Z;L=1 hje; € B

f(a+h)=f(a)+;hj§£(a)+; > hihigod @)+ o (1),

o
T;0T; h—0g

32



Exemple 11. (Cas E = R2

Pour E = R? muni de sa base canonique et f : U — R une fonction de classe C? sur U, on a,
pour (zg,yo) € U, en vertu du théoréme de Schwarz :

0 0
f(xo + h1,90,he) = f(z0,30) + h1-£(mo,yo)+h2-£(xo,yo)

1 0% f 0% f 0% f
9 <h%8x2(1170, Yo) + hth-m(anyO) + h%-w(xoayo)>

0 h2 + h2
(hl,hQ)a(O,O)( 1+ ha)

b. Matrice hessienne

Définition 15.] Matrice hessienne

Soit f : U — R une fonction de classe C? sur U et a € U. On appelle matrice hessienne ou
simplement hessienne de f en a et on note Hy(a) la matrice carrée d’ordre n :

ﬁ() o (

o f 03" By
20T ) 1<ijen o2 f 0*f

3$n5$€1 a) @(a)

Proposition 23.

Si f:U — R est une fonction de classe C? sur U, alors, pour tout a € U, Hy(a) € S,(R) i.e.
la hessienne de f en a est symétrique réelle.

Exemple 12. (Cas E = R?

Pour £ = R? muni de sa base canonique et f : U — R une fonction de classe C? sur U, on a,
pour (xg,yo) € U :

02 20, Yo 910y 2o, Yo
Hj(zo,90) = o2 f o2 f

m(mo,yo) Tyg(‘r(hy[))

Dans la proposition suivante, on résume, grace au gradient et la hessienne, la formule de Taylor-Young
du second ordre en identifiant, a travers une base orthonormale B, l'espace E et M, 1(R). On rappelle
que dans ce cas, (z|y) = ‘z.y.
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(Proposition 24.)

Si f : U — R est une fonction de classe C? sur U, pour tout a € U :

fla+h) = fa) +(Vf(a)[h) + %(Hf(a)hlh) +, o (Inl)

0
—)0E
ou matriciellement :

fla+h) = f@) + V(@) h+ S hHy@)h+ o (IH]P)

34



Partie E

Optimisation

Dans cette partie E' désigne un espace euclidien et on note (-|-) son produit scalaire.

1. Extrema et points critiques

Définition 16., FExtremum local

Soit f:U —-RetacU.

On dit que f admet un minimum local (resp. un maximum local en a s'il existe un voisinage
W de a tel que pour tout x e WNU :

fla) < f(z)  (resp. f(a) > f(z)).
Si f admet un minimum ou un maximum local en a, on dit que f admet un extremum local
en a.
Définition 17.| Point critique
Soit f: U — Ret a € U. On dit que a est un point critique de f si f est différentiable en a

et df(a) = 0 ou de maniére équivalente Vf = 0p.

Exemple 13.

La fonction f : (z,y) — 2*+y* — 22 +y* admet des points critiques en (0, 0), (—%, 0) et (%7 0).

2. Extrema libres : étude au premier ordre

Soit f : U — R un fonction de classe C! sur U et a € U. Si f admet un extremum en a, alors a
est un point critique de f.

Exemple 14.
La fonction f : (z,y) — a* + y* — 2% + y? admet des extrema locaux en (—%, 0) et en (%, 0)

mais pas en (0,0).
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Remarque 7.

Comme le montre I'exemple précédent, la réciproque du Théoréme 7 est fausse! Une fonction
qui admet un point critique n’admet pas forcément d’extremum en ce point.

3. Extrema libres : étude au second ordre

Soit f : U — R un fonction de classe C? sur U et a € U.

— Si f admet un minimum (resp. un maximum) local en a, alors Hy(a) € S, (R) (resp.
S, (R).

— Si f admet un point critique en a et Hy(a) € S;FT(R) (resp. S, ~(R)), alors f admet un
minimum (resp. un maximum) local en a.

Corollaire 6. Cas particulier E = R?

Soit f: U C R? — R un fonction de classe C? sur U et (zg,0) € U un point critique de f. On
note H = Hy(zo,yo0) la hessienne de f en (zg, yo).
e Sidet(H) > 0 alors f admet un extremum local en (o, o).
De plus, si Tr(H) > 0, il s’agit d’'un minimum ; sinon, ¢’est un maximum.
e Sidet(H) <0, f n'admet pas d’extremum en (o, o).

e Sidet(H) = 0, on ne pas conclure directement.

Remarque 8.

Le corollaire précédent est également connu sous le nom de théoréme de Monge. Dans la litté-
rature, la hessienne est alors écrite
r s
H =

et ainsi, on reformule les conditions du corollaire avec 7t — s? = det(H). Dans le cas rt — s > 0,
on peut méme étre plus économe : on peut remarquer que sous cette condition, Tr(H) =r + ¢
et r sont de méme signe.
On peut donc reformuler le corollaire avec les notations de Monge :
e Sirt—s?>0alors f admet un extremum local en (zg, yo).
De plus, si r > 0, il s’agit d’'un minimum ; sinon, c¢’est un maximum.
e Sirt—s%? <0, f n’admet pas d’extremum en (zg, yo).

e Sirt —s%2 =0, on ne pas conclure directement.
Exemple 15.

Soit f : (z,y,2) — 23 +y* — 3ry admet deux points critiques en (0,0) et (1,1) : le premier n’est
pas un extremum de f et le second est un minimum local de f.
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Exercice 25.

Etudier les extrema de :
L f:(z,y) — v (y? — o) sur R2

4
2. g:(x,y)»—>y2—m2+% sur R2.

4. Extrema liés : optimisation sous contraintes

Théoréme 9.) Théoréme d’optimisation sous contrainte

Soit f,g: U — R des fonctions de classe C! sur U, X = {z € U | g(x) = 0} et a € X.
Si la restriction fix de f a X admet un extremum local en a et dg(a) # 0, alors df(a) est
colinéaire & dg(a) i.e. Vf(a) est colinéaire & Vg(a).
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